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Vorrede. 


Das vorliegende Buch sollte urspriinglich den zwei- 

ten Abschnitt von Band IT unserer ,,Raumkurven und 
Flachen“ (S.S. XXIX und XLIV) bilden. Da jedoch 
dieser zweite Band in der zweiten Auflage infolge griind- 
licher Umarbeitung und mehrfacher Erweiterung zu stark 
angeschwollen ware, wurde auf Wunsch der Verlags- 
handlung der zweite Abschnitt davon abgetrennt und er- 
scheint nun als selbstandiges Werk, dag iibrigens nach wie 
vor in engster Beziehung zu den ,,Raumkurven und Fla- 
chen‘‘ steht und deren erginzenden AbschluB bildet. Die 
Veranderungen gegeniiber der ersten Auflage bestehen, ab- 
gesehen von Verbesserungen im einzelnen, hauptsichlich 
in der Aufnahme einiger neuer Kapitel, wobei auch 
neuere Untersuchungen beriicksichtigt wurden. Die 
wichtigsten dieser Erweiterungen sind folgende: Den 
Zentraflachen der allgemeinen W-Flachen wurde ein be- 
sonderer Paragraph gewidmet; bei den Minimalflachen | 
wurde der geschichtliche Uberblick etwas ausfiihrlicher 
gehalten, die Herleitung der Differentialgleichung gegeben 
und die Bestimmung einer Minimalflache durch einen 
Streifen mit Hilfe der Schwarzschen Formeln neu auf- 
genommen. In dem Abschnitt, der die Flachen von 
. konstantem Kriimmungsma8 behandelt, wurde neu auf- 
, genommen ein Paragraph tiber die Kurven konstanter 
« geodatischer Kriimmung der pseudospharischen Flichen 
~ und ein Paragraph, der die iibersichtliche konforme Ab- 
’ bildung dieser Flachen auf die Ebene enthalt. Ebenso 
wurde der Nicht-Euklidischen Geometrie an Stelle des 
kurzen Hinweises in der ersten Auflage eine eingehendere 
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Behandlung zuteil. Die starkste Umarbeitung und Er- 
weiterung hat der Abschnitt tiber Strahlensysteme er- 
fahren: dies schien uns schon aus dem Grunde notwendig, 
um den Leser in das Verstandnis der neuesten Literatur, 
die ja mit Vorliebe die Strahlensysteme und damit zu- 
sammenhangende Probleme behandelt, einzufthren. Neu 
aufgenommen wurden hier die schonen Untersuchungen 
von Ribaucour iber isotrope Strahlensysteme und ihre 
Beziehungen zu den Minimalflachen, ferner die interessan- 
ten Strahlensysteme von Weingarten, Waelsch und 
Guichard; diese fiihrten weiter zu den Guichardschen 
und Vo8schen Flachen., Der kundige Leser wird in 
dem Abschnitt tiber Strahlensysteme auch einiges Neue 
finden, so z. B. die einfachen Formeln fiir die isotropen 
Strahlensysteme und die hieraus sich ergebende Konstruk- 
tion dieser in § 27; auch die beiden Satze S. 142 f. 
dirften neu sein. SchlieBlich wurden noch die Ubungsauf- 
gaben vermehrt und auch hierbei neuere Untersuchungen 
verwertet. Bei den Originalabhandlungen wurden die 
Literaturnachweise beigefiigt. 
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1. W-Flachen. 


§1. Definition der W-Flichen. Das sphiarische Bild der 
W-Flachen. 


Als erste wichtige Klasse von speziellen Flachen be- 
trachten wir diejenigen, fiir welche zwischen den 
Hauptkrimmungsradien R, und R, eines Flachen- 
punkts (wu, v) eine Relation von der Form 
(1) F(R, R,)=0 


besteht. Diese Flachen heiBen Weingartensche Fla- 
chen (kurz W-Flachen) nach Weingarten,*) der sich 
zuerst ausfihrlich mit ihnen beschaftigt hat. Spezielle 


W-Flichen sind z. B. die Minimalflichen (+z) 
1 2 
oder die Flachen von konstantem KriimmungsmaB 


(gp —konst.). 

Aus der Gleichung (1) erhalt man durch partielle 
Differentiation nach u,v 
Ono R? Por on 
ORS Ou ORS Ou 
CH OR, (Oh per, ) 
OR, dv 'OR, dv 
oF oF 


oe agra 


0, 


0, 


und hieraus, da nicht beide gleich Null sind, 


1) ,,Uber eine Klasse aufeinander abwickelbarer Flia- 
chen“ Journ. f. d. r. u. a. Math. 59. Bd. (1861), und ,,Uber die 
Oberflachen, fiir welche einer der beiden Hauptkrimmungs- 
halbmesser eine Funktion des anderen ist‘‘, ebendort 62. Bd. 
(1862). 
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bo 


aR, oR, 


5 “Ou Ow any, 
(2) Oho = 


CO) 


Umgekehrt hat das identische Verschwinden der De- 
terminante (2) eine Gleichung von der Form (1) zur Folge, 
da ja das Verschwinden der Funktionaldeterminante, ge- 
bildet aus den Funktionen #, und R, von uw, v, die Be- 
dingung dafiir ist, daB zwischen R,und R, eine Relation 
besteht [vgl. Rk. u. Fl.?) I. Einleitung 12]. 

Zur Untersuchung der W-Flachen wahlen wir als 
Parameterkurven die Krimmungslinien. Wir set- 
zen daher nach II. § 3, Satz 3 


(3) K=O ee =0 
und erhalten so fur das Linienelement der Flache 
(4) ds*=—EHdu?-+-Gdv’. 


Die Hauptkrimmungsradien R, und R, haben 
nach II. § 3, (20) die Werte 


(5) R= R= 
Die Gleichungenvon Rodrigues[II. §3, (21) ]lauten 
(6) Oa ] Ox Oa 1 6x 
Ou R, du’ ov R, dv 


sowie die analogen fur 6 und c, und endlich die Glei- 
chungen von Mainardi und GauB II. § 18, (15) und (16) 


(7) OD aa (FA ase oD aa D | Dp" aQ 
dv 2\E G) oe’ ln ae 
Syed (LALO fel OV) A ae 


1) Wir werden wiederholt auf unsere ,,Allgemeine Theorie der Raum- 
kurven und Flichen‘ I. und II. [Sammlung Schubert Nr. XXIX und XLIV] 
Bozug nehmen miissen; wir werden dieses Werk kurz mit ,,Rk. u. Fl.‘ 
zitieren; ist in einem Paragraphen ein wiederholter Verweis notwendig. 
so begniigen wir uns mit der Angabe der Bandzahl. 
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Aus (7) und (5) folgt 
HN fl 1\0EF a/G se eal 1\0G 
aa) AG, ov Aloe oe ce 


oder 


rF 
(9) Z le ( 2) Dosen ie(“2)= i Mac he 

v R, R,—R, 00 du°\R,/ R,—R, du 

Fiir eine W- Flache kann man nun auf der rechten 
Seite der ersten Gleichung (9) R, vermittelst (1) als 
Funktion von R&, ausdriicken und ebenso in der zweiten 
Gleichung R, als Funktion von R,; man sieht jetzt, daB 
von den Funktionen 


Be Feu hs 
ih Rae Oe en eas 


die erste eine Funktion von wz allein, die zweite eine 
Funktion von v allein ist. Man erhalt so 
dR, aR, 


10) porsweJE-%, GR pel Rs, 


wo f(u) eine Funktion von uw, gy(v) eine Funktion von v 
ist. SchlieBen wir den trivialen Fall R,— R,—0 aus, 
wo die W-Flache nach II. § 3 eine Kugel ware, so haben 
die Integrale einen endlichen Wert. Fihrt man nun 


statt eee pov 
SVi (u) du, fVo (v) dv 


neue Parameter ein, die wir wieder mit wu, v bezeichnen, 
so bleiben die Kriimmungslinien Parameterkurven und 
die Gleichungen (10) lauten nun fiir diese neuen Parameter 


dR, 

(11) B= re G= Rel h—%, 

Fir das Linienelement ds der W- Flache hat man 
(12) ds* = Edu? + Gdv’. 

Wir bilden weiter das Linienelement des sphari- 


schen Bilds der W-Flache. Es ist nach (3), (5), (11) 
und II. § 4, (6) 


BES: G 2 _aRe 
(13) eee Rs 2 — Ri, =, a=fadl 


1 2 
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und daher 
(14) dsj = H,dv* + G,dv*. 

Weiter erhalt man aus der GauBschen Gleichung (8), 
fiir die Bildkugel (R,R,— 1) gebildet, die Gleichung 
cara! aya) aes ae VE, 

TE ou aoa. ov 

Wie oben schon ausgefthrt worden ist, mu8 man 
sich vorstellen, daB in (11) und (13) je in der ersten 
Gleichung R, vermodge (1) als Funktion von #, ausge- 
driickt ist und analog in der zweiten Ff, als Funktion 
von R,. 

Statt dessen kann man aber auch R, und BR, als 


Funktionen eines Hilfsparameters w betrachten. Man kann 
z. B. 


dR, 
(16) ieee 


(15) ) 1 VEG,—0. 


setzen und nunmehr aus dieser Gleichung und (1) R, 
und #&, als Funktionen von w bestimmen. Fir R, mége 
sich so ergeben 
(17) R, = 7 (w). 

Aus (16) folgt 


ahaa 
R,—R, dw w 
oder 
Pe) el 
ae Ri Roa, 
oder 
(19) R,=elv), R,=y(w)—w¢' (wv). 


Diese Werte miissen natiirlich die Gleichung (1) - 
identisch befriedigen. Man kann daker die Funktion  (w) 
dadurch bestimmen, dafi man die Werte von R, und R, 
aus (19) entnimmt, in (1) einfitihrt und die entstehende 
Differentialgleichung fiir ~ integriert. Wir setzen endlich 
die aus (19) sich ergebenden Werte von R&, und R, in 
die Gleichungen (11) — (14) ein und erhalten so die 
wichtigen Gleichungen 


(20) p— {ey ne = (20 —el won 
Ww 


§ 1. Definition der W- Flachen. 5 


(21) ds? — {etn aes +(e — COON ae 


yp (w) 
1 1 
(22) Bowe Fe=0, = Fixe 
(23) dep Coates, 
AC) 


In den Gleichungen (20)—(23) ist w noch als Funktion 
von (u, v) zu bestimmen. Dies kann dadurch geschehen, 
daB man aus (22) die Werte von H, und G, entnimmt 
und in (15) einsetzt. Durch Integration der entstehenden 
Differentialgleichung erhalt man w als Funktion von wu 
und v. 

Aus den Gleichungen (19)—(23) folgen die Satze: 

Satz 1. Wird eine W-Flache spharisch abge- 
bildet, so k6nnen die Parameter u, v der Kriim- 
mungslinien so gewahlt werden, da8B das Linien- 
element der Kugel die Form (23) annimmt, wo w 
eine Funktion vonu, vist. Die Hauptkrimmungs- 
radien ergeben sich aus (19). 

Satz2. Wennumgekehrtdas Linienelementder 
K ugel vom Radius = 1] auf irgend eine Weise auf 
die Form (23) gebracht ist, so gibt es eine W-Flache, 
die, auf die Kugel abgebildet, dasSystem u,v zu 
Bildern der Krimmungslinien hat. Die Haupt- 
krimmungsradien erhalt man aus (19), und aus (21) 
das Linienelement der W-Flache selbst. 

Der Satz 2 ist noch zu beweisen. Wir nehmen also 
an, daB ¢ in (23) als Funktion von w und w als Funktion 
von uw, v gegeben ist. Wir bestimmen nun zunachst rein 
formal H, F, G aus (20), R, und R, aus (19), D, D’, D” 
aus (3) und (5). Da == wee 0, so sind die Mainardischen 
Gleichungen von der Form (7). Diese hatten aber mit 
Hilfe von (5) die Gleichungen (9) zur Folge. Eine leichte 
Rechnung zeigt, daB die Gleichungen (9) und somit die 
Mainardischen Gleichungen erfillt sind. Aus den Glei- 
chungen (20) und (22) folgt 


1 aVE, 1 EE 1 oVvG, 1 av@ 
VG, ov  V@ av VE, Ou VE ou 
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und hieraus, daB die Gleichung (8) eine Folge der Glei- 
chung (15) ist. Da nun vorausgesetzt ist, daB H,, G, 
die Gleichung (15) erfiillen, so sieht man, daB die Fun- 
damentalgré6Ben H, G, D, D” die’ GauB’sche Gleichung 
(8) erfiillen. Diese FundamentalgroBen befriedigen also 
die GauB-Mainardischen Gleichungen, und darum existiert 
nach dem Satz von Bonnet (II. §17) die zugehorige 
Flache; wegen F = D’=0 sind die Parameterkurven w, v 
die Kriimmungslinien. Auch folgt jetzt, daB die oben 
zunachst formal bestimmten Funktionen #, und R, die 
Werte fiir die Hauptkrimmungsradien im Punkte (u, v) 
der Flache angeben. Die Flache ist endlich eine W-Flache, 
da durch Elimination von w aus (19) eine Relation von 
der Form (1) entsteht. 

Bemerkung. Kennt man fir die W-Flaiche das 
Linienelement (23) des spharischen Bildes, so kann man 
nun die Flaiche selbst auf folgende Weise erhalten: Da 
man fur die Bildkugel alle sechs Fundamentalgr6éBen 
kennt [s. II. § 4, (13)], so erhalt man durch Integration 
der Gleichungen II. § 4, (18) die Kugelkoordinaten a, 6, ¢ 
(dort mit X, Y, Z bezeichnet) als Funktionen von wu, v 
(vgl. II. § 17, Satz von Bonnet). Kennt man nuna, b,c 
als Funktionen von uw, v, so geben die Formeln (6) die 
die W-Flache mittels Quadraturen in der Form 


o——| seit Past) 


(24) y=—[(2! oP du +R, dv), 


See “f(a du R, woe). 


Anwendung auf die Minimalflichen (R, + R,—0). 
Aus (19) folgt zur Bestimmung der Heit Y 


dy 
R, +R, =2p—w 5 —0 


und durch Integration 


a oo 


§ 2. Die Zentraflache einer W-Flache. a 


‘abgesehen von einer willkirlichen Konstanten. Aus (19), 
(21) und (23) ergeben sich die Gleichungen 


w? w 
oe Ca a 
1 
(25) ds} =, (du* + dv’), 


2 
de —— (du? + dv?). 


Die Gleichungen (25) enthalten die Satze 

Satz 3. Die Krimmungslinien einer Minimal- 
flache, sowie ihre spharischen Bilder bilden ein 
isometrisches System. 

Satz 4. Die spharische Abbildung einer Mini- 
malflache ist dem Urbild konform (vgl. II. S. 31). 

Da man nun auf der Kugel die allgemeinsten Iso- 
thermensysteme kennt [I]. § 8, (27)], d. h. a, 0, ¢ als 
Funktionen von wu, v, so daB die Kurven u— konst., 
v—konst. ein Isothermensystem bilden, so erhalt man 
alle Minimalflachen durch Quadraturen aus (24). 

Es ware nun nicht schwer, auf diesem Wege wirklich 
die endlichen Gleichungen aller Minimalflachen zu _ be- 
stimmen (vgl. § 33, Aufg. 4). Wir ziehen es (s. § 4) vor, 
einen einfacheren und der geschichtlichen Entwicklung 
entsprechenderen Weg zu gehen. 


§ 2. Die Zentraflache einer W-Flache. 


Da die W-Flichen durch eine Beziehung zwischen 
den Hauptkriimmungsradien R, und #, eines Punktes 
(uw, v) charakterisiert sind, so liegt es nahe, den Ort der 
Hauptkrimmungszentren, d. h. die beiden Mantel der 
Zentraflache einer W-Flache zu untersuchen und zu fragen, 
ob die Relation zwischen den Hauptkrimmungsradien 
nicht gewisse Beziehungen zwischen den beiden Manteln 
der Zentrafliche zur Folge hat. Dies ist in der Tat 
der Fall. 

Wie in Rk. u. FI. II., §5 moge der erste Zentra- 
mantel C, der W-Flache durch die Schnittpunkte konse- 
kutiver Flachennormalen lings der Kriimmungslinien 
v==konst. erzeugt werden. Es lautet dann die Diffe- 
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rentialgleichung der Asymptotenlinien auf C, nach 
II. § 5, (8) und II. § 3, (6) 


oR, 
2 Ou 


dut— GR" ay 0, 


(1) ER ‘ 

Vertauscht man hier uw mit v und &, mit Re sO er- 
halt man als Differentialgleichung der Asympto- 
tenlinien auf C, 


oR, 
(2) ER, 


20R 


du?— GR, ae adv? = 0. 


Die Gleichungen (1) und (2) sind aber nach § 1, (2) 
identisch und man hat daher den 


Satz 1. (Ribaucour') Den Asymptotenlinien 
des ersten Zentramantels einer W-Flache ent- 
sprechen die Asymptotenlinien des zweiten 
Mantels. 


Umgekehrt: Entsprechen sich die Asymptoten- 


linien auf den beiden Zentramanteln einer Flache, 
so ist die Flache eine W-Flache. 


Dabei sollen ,,entsprechende‘‘ Punkte der beiden 
Zentramantel denselben Parameterwerten (u, v) zuge- 
horen: oder auf jeder Normalen der Ausgangsflache sind 
der erste und zweite Hauptkrimmungsmittelpunkt ent- 
sprechende Punkte. Die Umkehrung des Satzes ergibt 
sich sofort, wenn man bedenkt, dai die Identitat von 
(1) und (2) die Gleichung (2) von §1 nach sich zieht, 
was aber eine Relation zwischen R, und R, bedeutet. 

Der Ribaucoursche Satz hat zur Folge, da jedem 
konjugierten System auf C, ein konjugiertes System auf 
C, entspricht; man zeigt dies leicht mit Hilfe der Glei- 
chung (4) von II.§ 3. So gefaBt hat der Ribaucoursche 
Satz auch dann einen Sinn, wenn die Asymptotenlinien 
auf beiden Manteln imaginar sind. 

Wir betrachten nun die KrimmungsmaBe k, und 
k, in entsprechenden Punkten von C, und (C,. 


1) Ribaucour, Comptes rendus. t. 74. p. 1402 (1872). 


§ 2. Die Zentrafliche einer W-Flache. 9 
Ks ist nach II. § 5, (9) 


il Ou 


a (R, — R,)? oR 


und analog 


1 Ov j 
(R, ir R,)? ok, 


Rea 


Multipliziert man diese beiden Gleichungen, so folgt 
nach § 1, (2) 


1 
(3) bk 


(R, — R,)* 

Da nun &,—R, gleich dem Abstand der beiden 
Hauptkriimmungszentren ist, so hat man den 

Satz 2. (Halphen’). Fir jede W-Flache ist das 
Produkt der KrummungsmaBe in entsprechenden 
Punkten der beiden Zentraflachenmantel gleich 
dem reziproken Wert der vierten Potenz des Ab- 
stands der beiden Punkte. 


Bemerkung. Die Satze 1. und 2. sind spezielle Falle allgemeinerer 
Satze, die in § 29 sich ergeben werden. 


Das Quadrat des Linienelements ds, fiir den 
Mantel C, ist nach IT. § 5, (6) 


(4) ds —d Ri + n (R, — R,)? dv’. 
Ks ist nun : 


(R, — f,)?’ =e 


benutzt man dies und die Gleichung (13) des §1, so 
folgt die wichtige Gleichung 


aR, —aRy 
21g (Rk Pie = pA Ree Re 


9 (4B 
(5) dsi—dR, ie YR — Be dy?, 

Da hier &, aus § 1, (1) als Funktion von R&, ein- 
zutragen ist, so ist der Koeffizent von dv® eine reine 
Funktion von R, und zwar fiir alle W-Flachen mit der- 


1) Halphen, Bull. d. 1. soc. math. de Paris. IV. p. 94 (1876). 
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selben Bestimmungsgleichung [§ 1, (1)] dieselbe Funk- 
tion. Alle ersten Zentramantel derjenigen W-Flachen, die 
derselben Bestimmungsgleichung entsprechen, sind daher 
aufeinander abwickelbar und ebenso natiirlich die zweiten 
Mantel. Nach II. § 7, (14) ist aber das Linienelement 
(5) auch das einer Rotationsflache. Die ersten Zentra- 
mantel aller W-Flachen mit derselben Bestimmungsglei- 
chung sind daher auf eine und dieselbe Rotationsflache 
abwickelbar. Dabei entsprechen die geodatischen Linien 
(vgl. II. S. 39) v=konst. von C, den Meridianen, die 
Kurven &,=konst. den Parallelkreisen der Rotations- 
fliche. Man hat also den 

Satz 3. (Weingarten.') Alle W-Flachen, fir 
welche die nimliche Relation F(R,, R,)—0 gilt, 
haben die Higenschaft, daB die zuyehorigen Zen- 
tramadntel C, sich auf ein und dieselbe Rotations- 
flache abwickeln lassen; dabei gehen die geoda- 
tischen Linien v—konst. von C, in die Meridiane 
und die Kurven &, —konst. vonC, in die Parallel- 
kreise der Rotationsflache titber. Derselbe Satz 
gilt fur C,. 

Um nun fir eine gegebene W-Flache, d. h. wenn 
F(R,, R,) 90 gegeben ist, die Rotationsfliche zu ermitteln, 
auf welche C, abwickelbar ist, vergleichen wir das Linien- 
element (5) von C, mit dem Linienelement einer Rota- 
tionsflache, das nach II. § 7, (4) die Form 


(6) ds t1 +f (u)?}du® + u? dv? 
hat. Wir setzen daher = 
(7) dR, =V1+/ (udu, EER 7 


Da man sich vorstellen mu8, da8 mittelst der Glei- 
chung F(R,, R,)—0 in dem Integral R, als Funktion von 
A, ausgedriickt wird, so kann man aus den beiden Glei- 
chungen f#, eliminieren und erhalt so zur Bestimmung 
von f(u) eine Differentialgleichung. Ist f(w) bestimmt, 
so geben die Gleichungen II. § 7, (1) die zugehérige Rota- 
tionsflache. 


Anmerkung. Weingarten hat (a. a. O.) bewiesen, daS man den 
Satz 3. umkehren kann, er lautet dann: ,,Jede Flache, die auf eine 


1) Weingarten, Journal f. Math. Bd. 59. p. 384 (1861). 
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Rotationsflache abwickelbar ist, kann betrachtet werden als der eine 
Mantel der Zentrafliche einer Fliche, zwischen deren Hauptkriimmungs- 
radien eine Gleichung F(R,, R,) 0 besteht. Eine Ausnahme bilden 
nur die auf das Katenoid abwickelbaren Regelflichen.‘“* Da wir von 
diesem Satze keinen Gebrauch machen, so iibergehen wir dessen Beweis. 

Beispiel. Wir nehmen die Flaichen von konstantem 
negativem Krimmungsma®, fiir die also R, R, = — a? ist, 
und suchen die Rotationsflache, auf die der erste Zentra- 
mantel der Flache abgewickelt werden kann. Setzt man 

2 


‘in der zweiten Gleichung (7) fiir R, den Wert 5 so 


cs oo 1 
folgt R, = Vu? — a? und jetzt aus der ersten Gleichung (7) 
‘ u 
1 ae ‘4 (w)” ame 


U — a” 


2 


Aus dieser Gleichung erhalt man durch Integration 
f(w); beachtet man, daB z=f(u) ist und lost man die 
eben erhaltene Gleichung nach w auf, so erhalt man als 
Meridiankurve der Rotationsflache die Kettenlinie mit 


der Gleichung ’ 
vader te 4), 


Man vergleiche hierzu auch II. § 14, (22) und die 
hieran sich anschlieBende Rechnung. Da die Relation 
R, Rk, =— a symmetrisch in #, und FR, ist, so sieht man, 
daB die beiden Zentramantel jeder Flache von 
konstantem negativem Krimmungsma8 auf das 
Katenoid abwickelbar sind [vgl. auch § 9]. 


2. Minimalflachen. 


§ 3. Geschichtlicher Uberblick. Differentialgleichung 
der Minimalflachen. 


Die Minimalflachen wurden zuerst von Lagrange’) 
in die Mathematik eingefiihrt. Er behandelte die Aufgabe, 
durch eine geschlossene Kurve C im Raume eine Flache 
so zu legen, da8 der von C eingeschlossene Flachenraum S 


1) Lagrange, ,,Essai d’une nouvelle méthode pour déterminer 
_ les maxima et les minima des formules intégrales indéfinies‘‘, Miscellanea 
Taurinensia 2 (1760/61) = Giuvres 1, p. 3365. 
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ein Minimum wird. Die gesuchte Flache heift daher 
eine Minimalflache. Ist die Flachengleichung in der Form 
z—f (a, y) gegeben, so ist der Flacheninhalt S bestimmt 


durch ‘ 
S=JJ[Vit p+ ededy, 
wo das Integral tiber die Flache innerhalb von C zu 


fiihren ist. Als notwendige Bedingung dafiir, daB S ein 
Minimum wird, erhielt Lagrange 


(1) (1+ q’?)r—2pqs-+ (1+ p*)t=09, 
A 02 072 : 
wobei eee aad Sera aE ist. 


Fir diese Differentialgleichung hat Meusnier’) 
(1776) eine sehr einfache geometrische Deutung gegeben. 
Die Gleichung (1) sagt némlich nach Rk. u. Fl. I. § 22, (13) 
aus, daB fir jeden Punkt einer Minimalflache 
die Hauptkrimmungsradien #&, und R&, durch die 
Relation 


(2) FR, hk, =0 


verbunden sind, da also in jedem Flachenpunkt die 
mittlere Krimmung h=—0 ist. Die Minimalflachen ge- 
horen daher zu den W- Flachen. Meusnier hat auch 
die ersten speziellen Minimalflachen gefunden, namlich 
das Katenoid und die Schraubenregelflache (Wendelflache). 

Das allgemeine Integral fiir die Differentialgleichung 
(1) gab zuerst Monge?) (1784), allerdings in imaginarer 
Form, die es nicht gestattete, andere als die von Meus- 
nier angegebenen Minimalflachen zu finden. Einen wich- 
tigen Fortschritt bedeuten die Arbeiten von Enneper $) 
(1864) und WeierstraB*) (1866). Das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (1) erscheint nun in einer 
Form, die beliebig viele reelle Minimalflaichen ohne 


1) Meusnier, Mémoire sur la courbure des surfaces,“‘ Mém. des 
Savants étrangers, t. 10 (lu 1776) 1785 p. 504. 

?) Monge, ,,Mémoire sur le calcul intégral des équations aux 
différences partielles‘‘, Mém. de 1’ Acad. des Sciences 1784. 

3) Enneper, ,,Analytisch-geometrische Untersuchungen“, Zeit- 
schr. f. Math. u. Phys., 9. Jahrg. (1864). 

4) WeierstraB, ,,Uber die Flichen, deren mittlere Krimmung 
uberall gleich Null ist‘‘, Monatsberichte d. Berl. Akad. 1866. 
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Schwierigkeit anzugeben erlaubt und die zur Beant- 
wortung vieler, die Minimalflachen betreffenden Fragen 
geeignet erscheint. Nunmehr war der Weg zu _ einer 
groBen Reihe bedeutender und wichtiger Arbeiten ge- 
ebnet. Wir miissen uns bei dem notwendig nur knapp 
bemessenen Bericht begniigen, einige der namhaftesten 
Mathemathiker, wie Riemann, Schwarz, Lie, Ribau- 
cour u. a. zu nennen, die die Theorie der Minimalflachen 
besonders geférdert haben. Die betreffénden Arbeiten 
mogen bei Gelegenheit genannt werden. Eines der inte- 
ressantesten aber auch schwierigsten Probleme ist die sog. 
Plateausche Aufgabe, eine Minimalfliche bei gegebener 
Begrenzung zu bestimmen. Nur in wenigen Fallen kennt 
man die Lésung. Dieses Problem, auf das sich mehrere 
wichtige Arbeiten von Schwarz‘) beziehen, ist auch 
deshalb von Interesse, weil es physikalisch héchst ein- 
fach gelingt, die gefundenen Resultate zu verifizieren. 
Stellt man namlich die gegebene Randkurve aus Draht 
her und taucht diese in eine zahe Seifenlosung, so nimmt 
die Flissigkeitslamelle die Gestalt einer Minimalflaiche an.?) 


Wir gehen nun dazu iber, die Differentialglei- 
chung fiir die Minimalflachenabzuleiten. Es moége 
also eine geschlossene Randkurve C gegeben und verlangt 
sein, durch diese Kurve eine im Innern vonC singularitaten- 
freie Flache von kleinstem Flacheninhalt zu legen. Seien 


(3) T=2X(U,v), y=y(u,2), Z—=2(U,v) 


die Gleichungen der gesuchten Flaiche S, so ist nach 
II. § 1, (22) der Inhalt J dieser Flache bestimmt durch 


(4) J=f{{VEG—F? dudv—f [Adudv, 

wo das Integral iiber alle Werte von w, v, zu erstrecken 
ist, die den Flachenpunkten innerhalb von C, die wir kurz 
»innere Punkte“ nennen, entsprechen. Fur eine andere 
durch C gelegte Flache mu8 dann das entsprechende 

1) Schwarz, Gesammelte math. Abhandl. 1. Berlin 1890. 

2) Hinen ausfiihrlichen Bericht tiber die Geschichte der Minimal- 
flachen findet der Leser in den gesammelten Werken von Schwarz 
Bd. 1, Berlin 1890. AuBerdem mége noch auf die Legons von Dar- 
boux Bad. I, p. 267 ff., sowie auf den Artikel III. D. 5, p. 307 ff. der 
Encyklopiadie der math. Wissensch. hingewiesen worden. 


14 Minimalflachen. 


Integral notwendig einen gréBeren Wert besitzen. Wir 
verschieben nun jeden inneren Punkt von S auf seiner 
Normalen um ein sehr kleines, von Punkt zu Punkt ver- 
anderliches Stiick und berechnen den Inhalt der neuen 
Flache §,. Ist f(u, v) eine fir alle inneren Punkte von 
S stetige Funktion, die auf der Randkurve C iiberall den 
Wert Null hat und « eine sehr kleine konstante GréBe, 
so lauten die Gleichungen der durch C gehenden und 
zu S benachbarten Flache S, 


%,—=2-+-ea-f(u,v) y,=y+b-f(u,2), 


(5) 2,—=2-+<c-f(u,v). 


Es ist nun 
0x, 02 0a , Of 0%, 0% 0a of 
5u kOe to cae ME ee 


usw. Wir berechnen jetzt die Fundamentalgréfen £,, 
F,, G, der Flache S,, indem wir alle diejenigen Glieder 
vernachlassigen, die beziiglich « von hoherer als der ersten 
Ordnung unendlich klein sind. Es folgt so 


a oxda , of 0x 
By —B-+24l ¢ Seer st Srasel 


Ou 
oder, da S/a- =0 und >’—— ——D [wvgl. II. § 2, (13)] 


— ousbu 
E,=H—2fDe+.., Fy=F—2fD'e+ .., 
G,=G—2fD"«+.., 
wobei /’,, G, auf analoge Weise erhalten werden. Man 


erhalt jetzt wieder unter Vernachlassigung hdherer Po- 
tenzen von ¢ 


E,G,— Fi = 4, = 4? —2f{ HD" —2FD'+G@Dhe+.. 
oder nach II. § 3, (16) 
A, =AV1—2fhe+... . 


Entwickelt man die Wurzel nach Potenzen von «, so er- 
gibt sich 


(7) A, =A—fAhe+... 


ist, 


(6) 
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Ist nun J, der Inhalt der Flaiche 8, im Innern der Rand- 
kurve C, so folgt aus (4) und (7) 


(8) J, =J—sffA-hf(u,v)dudot+..., 


wo also alle hdheren Potenzen von e vernachlassigt 
sind. Man sieht nun sofort ein, da8 das Integral, das 
uber die inneren Punkte von S zu erstrecken ist, ver- 
schwinden mu. Denn wiirde es nicht verschwinden, 
sondern etwa einen positiven Wert besitzen, so nehmen 
wir « als positive GrdBe (hatte das Integral einen ne- 
gativen Wert, so nehme man fiir « eine negative GréBe) 
und man sieht, da dann J, einen kleineren Wert be- 
sitzen wurde als J, und J ware gegen die Voraussetzung 
nicht der kleinste Flachenraum. Freilich treten in (8) auch 
noch Glieder mit <?, <* usw. auf, es ist aber bekannt, 
daB die Summe der absoluten Betrage all dieser Glieder 
kleiner ist als das Glied von «, falls « nur hinreichend 
klein genommen wird. Es ist also notwendig 


(9) ffAhf(u,r)dudv=0 


und zwar wie auch die Funktion /(u, v) gewahlt werden 
mag. Hieraus kann man schliefBen, da’ hidentisch Null sein 
mu; denn ware A nicht tiberall Null, so kann man stets 
f(u, v) so bestimmen, daB das Integral von Null verschieden, 
z. B. positiv wird; man wahle nur die Funktion f(u, v) so, 
daB sie an allen den Stellen (u, v) wo h positiv, selbst 
positiv, an den anderen Stellen negativ ist,*) dann wird 
das Integral positiv; denn da 4 eine iberall positive 
GroBe ist, so muB das Integral als Summe lauter positiver 
GréBen auch positiv sein. Soll also das Integral fiir jedes 
beliebige f(u, v) verschwinden, so muB h=O sein. Man 
findet daher, daB, wenn S den kleinsten Flacheninhalt 
besitzen soll, notwendig identisch fir alle Punkte (wu, »), 


1 1 


sein mu8. Wir bemerken sogleich, dai diese Bedingung 
wohl notwendig, aber keineswegs ohne weiteres hin- 


1) Ist z. B. y (u, v), eine beliebige im Innern von C stetige und 
auf C selbst verschwindende Funktion, so erhalt, sofern nicht h—=0Q 
ist, fiir f(u, v) = h [y(u, v)]? das Integral einen positiven Wert. 
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reichend ist; denn zur Untersuchung, ob ein wirkliches 
Minimum vorliegt, miBten in (6) auch noch die hoéheren 
Potenzen von « beigezogen werden. Auf diese ziemlich 
schwierige Frage der sog. zweiten Variation*) kénnen wir 
uns hier nicht einlassen. Wir nennen vielmehr jede 
Flache, fiir die in allen ihren Punkten die mitt- 
lere Krimmung gleich Null ist, eine Minimal- 
flache, gleichviel ob im einzelnen Falle ein Minimum 
gerade vorliegt oder nicht. 


§ 4. Die Formeln von Monge und WeierstraB. 


Es handelt sich nun darum, das allgemeine Integral 
der Differentialgleichung 


I 1 
i [ee ee EG 
(1) ae 


zu finden. Monge hat erkannt, da die Bedingungs- 
gleichung (1) besonders einfach wird, wenn man als 
Parameterkurven die Minimallinien?) (Rk. u. FI. 
II. §8) der Flache wahlt. Man hat also H—=G—0 und 
fiir das Linienelement der Flache 

(2) ds*—=2Fdudv. 


Wegen (1) folgt aus II. § 3, (16) D'’—0O und man 
erhalt nun aus der mittleren Gleichung II. § 2, (23) als 
Differentialgleichungen der Minimalflachen 


2 2 2 
(3) eS 4 ea Rea O"% 


dudv.° aduov’ duov 


Diese lassen sich aber sofort integrieren in der Form 
(4) e—=U,+V,, y=U,+V,, 2=U,+V,, 


wo U,, U,, U, Funktionen nur von u, V,, V,, V, Funk- 


1) Wir verweisen den Leser auf die wichtige Arbeit von Schwarz 
liber die zweite Variation des Flacheninhalts eines Minimalflachen- 
stiicks, ges. Werke 1. Bd. §.151 ff. 

2) Wir bemerken, daf der Begriff ,,Minimallinie‘*‘ Monge fremd 
war. Erst Lie hat diese wichtigen Kurven in die Mathematik einge- 
fiihrt (vgl. die Anm. zu I., § 13); von Lie riihren auch die beiden 
geometrischen Erzeugungsweisen der Minimalflichen aus Minimalkurven 
her, vgl. Satz 1. 2. 
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tionen nur von v bedeuten. Wegen H—G—0O miissen 
diese willkiirlichen Funktionen den Gleichungen 


(5) U,+U,+U%=0, VitVe+Vy—0 


genugen, wo zur Abkiirzung eee 


du 

Die Formeln (4) und (5) sind die von Monge ge- 
gebenen und bestimmen die allgemeinste Minimalflaiche. 

Den Gleichungen (4) kann man nach Lie zwei inter- 
essante geometrische Deutungen geben. Um diese 
zu erhalten, mégen fiir den Augenblick die sechs Funk- 
tionen beliebige reelle Funktionen der reellen Para- 
meter u, v sein. Es seien u—u,, vv, zwei beliebige 
Parameterkurven, die sich in einem Punkt P (2,, yo, 2) 
schneiden, so daB also ; 


Yio U, (ut) ae V, (>) 
usw. ist. Ferner sei P, (x,, y,, 2,) ein anderer Punkt 
der Parameterlinie v= v,, so daB also 


os Memeo U, (w,) nie V, (U) 


usw. ist, so haben die beiden durch P, und P, gehenden 
Parameterlinien w= konst. zu Gleichungen 


r=U,(u,)+V,(v), y=U,(u,) +V.(v), 2=U,(u,) +V,(v); 
%—=U,(u,)+V,(v), y=U,(u,)+V,(v), z—=U,(u,)+V,(v). 


Die zweite Kurve geht aber aus der ersten dadurch 
hervor, daB man die Koordinaten jedes Punkts der ersten 
Kurve beziiglich um 


U;, (u,) 1 U, (uo)> U, (u,) re U, (uw), Ul (w,) hp, Di (u,) 
oder um 


usw. gesetzt ist. 


©y— 2%, Yr— Yor % — % 


vermehrt. Daraus folgt, daB die erste Kurve dadurch 
in die zweite tibergeftihrt wird, da8 jeder Punkt der 
ersteren in der Richtung P,P, um die Strecke P,P, 
verschoben wird. Die Flache kann also durch Trans- 
lation der Kurve u—vu, lings der Kurve v — v, erzeugt 
werden: aus diesem Grunde nennt man jede Flache, deren 
Gleichungen die Form (4) haben, eine Translations- 
2 


Kommerell, Spezielle Flachen. 
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flache oder Schiebungsflache. Natiirlich kann dieselbe 
Flache auch durch Translation der Kurve v = v, langs der 
Kurve u—wu, erzeugt werden. Wir bemerken, da8 bei 
jeder Translationsflache (4) die Parameterkurven 
(u, v) ein konjugiertes System bilden; denn die 
Gleichungen (4) haben die Gleichungen (3) und diese 
nach II. § 2, (13a) D’=0 zur Folge, womit nach II. §3 
Satz 1, die Behauptung bewiesen ist. 

Eine zweite geometrische Deutung der Gleichungen (4) 
ergibt sich, wenn wir die beiden durch die Gleichungen 


(6) E, = 20U,, n, = 2U,, ¢, = 2U,; 
(7) E,=2),, N. = 2V,, ¢.= 20, 


definierten Raumkurven J’, und J’, betrachten. Aus (4), 
(6) und (7) folgt namlich 


eee Votiteale gS: 
Ea a a 


und damit erscheint die Flache (4) als der Ort der 
Mitten aller Strecken, welche die Punkte von J, 
mit den Punkten von J’, verbinden. 


Kehren wir nunmehr zu dem speziellen Fall der 
Minimalflachen zurtick, so sind bei der ersten Deutung 
wegen (5) nach I. § 13, (16) die Parameterkurven Minimal- 
linien und ebenso bei der zweiten die Kurven J’, und J;,. 
Man hat daher die wichtigen Satze: 

Satz 1. Die allgemeinste Minimalflache wird 
erzeugt durch Translation einer Minimalkurve 
des einen Systems langs einer Minimalkurve des 
andern Systems. Die Minimallinien jeder Mini- 
malflache bilden ein konjugiertes System. 


Satz 2. Eine Minimalfliche kann als Ort der 
Mitten aller Sehnen angesehen werden, welche 
die Punkte einer Minimalkurve J, mit den Punk- 
ten einer anderen Minimalkurve I, verbinden. 

Aus dem letzten Satze erhélt man nun aber sofort 
die Formeln von Weierstra&; denn zwei Minimal- 
kurven J’) und J’, und zwar die allgemeinsten haben 


nach I. § 13, (18) zu Geichungen 


A —— 


> 
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eo aprecag nt E, = f(1— v) B (v) dy, 


9) m= tf(1+-u*) F(u)du, 2—=—if(1 + v*) D(v)d»,2) 
¢, = 2fuF (u) na C, = 2fv B(v) dv 


wo F(u) und &(v) willkirliche Funktionen von u bzw. 
v sind. 

* Aus (8) und (9) erhalt man nun die Formeln von 
Weierstraf fiir die allgemeinste Minimalflache 


c= Maw) )F (wu) du+ sla» v) dv, 


(10). y= Satu 2) F (u) ae P (v) dv, 


2=luF (u)dut {|v G(v) dv. 


Aus der Form der Gleichungen (10) ergibt sich auch 
unmittelbar die Bedingung dafiir, daB die Minimal- 
flache (10) reell sei. Da namlich nach II. § 8 die Pa- 
rameter wu, v der Minimallinien der Flache konjugiert 
imaginaére GroBen sind, so miissen auch F'(u) und @(v) 
konjugiert imaginare GroBen sein; denn nur so hebt sich 
in (10) alles Imaginaére heraus. Die Funktion ® muB 
daher fiir eine reelle Flache aus F durch Vertauschung 
von 7 mit —7 hervorgehen, oder F und @ miissen fiir 
eine reelle Flache konjugierte Funktionen sein. 

In diesem Falle schreibt man die Gleichungen von 
WeierstraB oft in der Form 


2—=Rf(1— wu?) F (u)du 
(11) y= Kft (1+ u?) F (u) du, 
2=Rf[2uF (u) du. 
Diese Gleichungen sind so zu verstehen, daB nach 
der Integration fiir w eine komplexe GroBe We te, zu 
setzen und fir x, y, 2 immer nur der reelle Teil (2) 


der resultierenden Funktion zu nehmen ist. Die Koor- 
dinaten zx, y, z der reellen Minimalflache sind dann 


1) Es wurde hier statt +.i—i gesetzt, was gestattet ist, da 
auch so die zweite Gleichung (5) erfillt ist. Es ergibt sich auf diese 
Weise die Bedingung fiir reelle Minimalflachen besonders einfach. 

Q* 
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also als Funktionen der beiden reellen Parameter 
u,, v, dargestellt. In der Formel (11) entspricht jeder 
Funktion F(u) der komplexen Variabeln u eine Minimal- 
flache. 


Anmerkung 1. In den Formeln (11) kénnen die Integralzeichen 
dadurch entfernt werden, da8 man fiir die willkiirliche Funktion F(u) 
den dritten Differentialquotienten einer anderen willkirlichen Funktion 
setzt, also 


E(u) =" (u), 
Aus (11) folgt dann durch Integration nach Teilen 
2 = {(1—u2) /"(w) + 2u/(u)—27¢(u)}, 
(12) y=R {614+ w) fu) —2iuf (uw) +2%¢~m}, 
z= {2u/”(u)—2/(u)\. 

Nimmt man in (12) fiir f(w) eine algebraische Funktion, so 
ist die Minimalflache selbst algebraisch. Umgekehrt hat WeierstraB 
(a.a.O.) gezeigt, daB jeder algebraischen Minimalflache eine 
algebraische Funktion f(u) entspricht. 

Aus den Gleichungen (10) ergeben sich die Funda- 
mentalgroBen erster und zweiter Ordnung und 
damit die wichtigsten Flachenkurven auf den 
Minimalflachen. 

Nach II. § 1, (10) erhalt man aus (10) fiir die 
FundamentalgréBen erster Ordnung 


(13) H=0, F=4(1-+ uv)’?F(u) Gv), G=0 
und somit fiir das Linienelement der Flaiche 
(14) ds* = (1+ wv)? F(u) B(v)dudv. 


Bildet man weiter die Gleichungen II. § 2, (11) mit 
Hilfe von (10), so erhalt man fir die Richtungs- 
kosinus a, b,c der Flachennormalen oder die Koor- 
dinaten des spharischen Bildes der Flache 
uv __t(v—u4) uv— 1 


15 a= — =) > — Se 
ae) 1-+-wv 1+-wv i l-Luyv 


und fur das Linienelement ds, des spharischen 
Bildes 
(16) dst Ada? ape ae 


eStats 
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Weiter folgt nach II. § 2, (18) fiir die Funda- 
mentalgroBen zweiter Ordnung 


(17) D=—F(u), D=—0,-D'=— Div). 


Nach II. § 3, (7) erhalt man so als Differential- 
gleichung der Asymptotenlinien 


(18) F(u) du? + &(v) dv? =0 


und als Differentialgleichung der Kriimmungs- 
linien nach II. §3, (11) 


(19) F (u) du? — Ov) dv? =0. 
Endlich geben die Gleichungen II. § 3, (16), (15) fiir 
die mittlere Kriummung, wie es sein muB, 


1 ] 
teem a en art 


und fir das Krimmungsma8 


1 4 
(20) Eee ae ak (1 se Dia), 
Es ist also 
(21) RB, =— RF, =U) VR) BW. 


Anmerkung 2. Ein Vergleich von (16) mit II. § 8, (16) lehrt, 
da8 die Parameter uw, v auch fir. die Bildkugel die Parameter der 
Minimallinien sind, d. h. den Minimallinien der Flache entsprechen 
die Minimallinien der Bildkugel, es ist daher das spharische Bild 
einer Minimalflache dem Urbild konform (vgl. § 1, Satz 4). 
Ubrigens folgt dies auch unmittelbar aus (14), (16) und (20), da sich so 


(22) dst — — kds? 


ergibt. Man beweist leicht auch die Umkehrung. Ist die spharische 
Abbildung einer Flaiche dem Urbild konform, so ist die 
Flache entweder eine Minimalflaiche oder eine Kugel (vgl. 
Les 3 12) 

Anmerkung 38. In den Differentialgleichungen der Kriimmungs- 
linien und Asymptotenlinien sind die Variabeln getrennt und man 
erhalt daher die endlichen Gleichungen durch Quadratur. Man kann 
sogar zeigen, daB bei jeder Minimalflaiche, auch wenn sie auf beliebige 
Parameter bezogen ist, die Gleichungen der genannten Flachenkurven 
durch Quadratur erhalten werden (vgl. Roberts, J. de math. (1) 
11 (1846) p. 300). 

Anmerkung 4. Aus (18), (13) und II. § 1, (15) ergibt sich, 
da8B die Asymptotenlinien einer Minimalflache aufeinander 
senkrecht stehen [vgl. auch I. § 8, Aufg. 9]. 
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§ 5. Spezielle Minimalflaichen. 


Wir behandeln die . 

Aufgabe 1. Alle Minimalflachen zu_be- 
stimmen, die auf Rotationsflachen abwickel- 
bar sind.') 

Die Aufgabe ist also, die Funktion F(u) und die 
konjugierte ©(v) so zu bestimmen, da die Formeln 
§ 4, (10) eine auf eine Rotationsflache abwickelbare Flache 
darstellen. Zu diesem Zwecke beachten wir, daB jede 
Rotationsflache langs der Parallelkreise in sich verschieb- 
bar ist und daher jede Flache, die auf eine solche ab- 
wickelbar ist, langs der Kurven C, die den Parallel- 
kreisen entsprechen, ebenfalls in sich verschoben werden 
kann. Es seien nun P(u, v) und P’(w’, v’) zwei Punkte 
einer solchen Kurve C, so mu8 nach Rk. u. Fl. I. § 13 das 
Linienelement und das Kriimmungsma8 in P gleich dem 
Linienelement bzw. Kriimmungsma8 in P’ sein; wir 
haben daher nach § 4, (14) und (20) 


§ 
(1) (l+uv)?F(u) d(v)dudv=(l+wv)?F (wv) D(v')du'dv, 
(2) (l+wv)*F(u) &(v) =(l+w'v’)* F(wv’) O(v’) 
und durch Division von (1) und (2) 


3 4dudv 4du'dv’ 
(3) (I+wv)? (1+u'v’)? 

Hieraus folgt nach § 4, (16), daB8 das spharische 
Bild von P mit dem von P’ symmetrisch oder kongruent 
ist. Symmetrie ist aber ausgeschlossen, da sonst das 
sphiarische Bild von P durch stetige Bewegung nicht in 
das von FP’ iibergefiihrt werden kénnte. Die beiden 
Kugelbilder sind demnach kongruent und kénnen daher 
nach IT. § 11, Satz 3. durch Drehung um eine bestimmte 
Achse zur Deckung gebracht werden. Wir orientieren 
nun die Minimalfliche zur Bildkugel so, daB jene Dreh- 
achse die z-Achse wird. Die Normale in P muB also 


1) Die auf Rotationsflichen verbiegbaren Minimalflachen be- 
stimmte Bour in seiner Preisschrift tiber Deformation der Flichen, 
»Journal de lécol. polyt.‘* cah. 39, p. 99—109. (1862.) 
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gegen die z-Achse dieselbe Neigung haben wie die in P’. 
Ks ist also cc’ und daher nach § 4, (15) 


(4) uv—=ui'v’. 


Aus (2) und (4) folgt, daB die Funktion F'(u)- (v) 
ihren Wert nicht andern darf, wenn w-v konstant bleibt, 
d.h. F(u)-®(v) ist reine Funktion von w-v; bezeichnen 
wir diese mit gy, so erhalten wir die Funktionalgleichung 


(5) F(u)-O(v) =¢ (u-v). 


Nimmt man hier beiderseits den Logarithmus und 
differenziert partiell zuerst nach uw und dann nach 2, 
so folgt 


(6) UF'(u)  v&'(v) 
F(u) —— B(v) 

Da in (6) die linke Seite nur von w, die rechte nur 
von v abhangt, so sind die beiden Seiten gleich eine? 
Konstanten m. Es ist also wf" (u):F (u)=v@'(v): Dv) 
=m, oder integriert 
(7) F(u)—Au", @(v)=—Bor", 


wobei A und B Integrationskonstanten sind. Fiir eine 
reelle Fliche mu8 v zu wu konjugiert imaginaér sein und 
ebenso ® die zu F konjugierte Funktion, (vgl. § 4); 
m ist daher eine reelle, B die zu A konjugierte Kon- 
stante. 

Die Gleichungen (7) missen notwendig erfillt sein; 
daB sie auch hinreichend sind, erkennt man wie folgt: 
Man setze 
(8) ure’, v=re ’”, 
und es folgt fiir das Linienelement der Minimalflache 
nach § 4, (14) 

(9) ds*= A B(1-+ r?)?r2™ (dr? + rd’) . 

Das Linienelement einer Rotationsflache hat aber 
nach II. § 7, (4), wenn man uw, v in der betreffenden 
Formel durch U, V ersetzt, die Form 


(10) ds? —{1-++ f (U)*%dU2+ UdV?. 
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Setzt man nun 
AB(1-+ 9°)2r2mdr? = {1 + f'(U)?*} dU?, 
AB(I a) yee a U2, , 


p=, 
oder 0 
/ 2 
(ly UV ABI 7s S, see AEE 5 
‘ eee 


so geht das Linienelement (9) der Minimalflache in das 
der Rotationsflaiche (10) ttber. Aus der ersten Gleichung 
(11) ergibt sich U als Funktion von r und die zweite 
liefert f{(U) und damit die Meridiankurve der Rotations- 
flache, auf welche die Minimalflache abwickelbar ist. Man 
sieht auch, daB die Kurven, r= konst., d. h. wv = konst., 
der Minimalflache in die Parallelkreise, die Kurven 


gy = konst., d. h. | — konst., der Minimalflache in die 


Meridiane der Rotationsflache tibergehen. 

Ks gilt also der 

Satzl. Die allgemeinste auf eine Rotations- 
flache abwickelbare Minimalflache erhalt man, 
wenn in den Formeln von WeierstraB, § 4, (11), fir 
F(u) die Funktion 

F (u) = Au™ 

gesetzt wird, wobei m eine reelle, A eine komplexe 
Konstante bedeutet. 

Dabei gehen die Kurven wv—konst. der Mi- 
nimalflache in die Parallelkreise, die Kurven 


: =konst. der Minimalflache in die Meridiane der 


Rotationsflache tiber. 

Wir behandeln weiter die 

Aufgabe 2. Alle Schraubenflachen, die zu- 
gleich Minimalflachen sind, zu finden. 

Da nach II. § 14, Satz 3 die Schraubenflachen auf 
Rotationsflachen abwickelbar sind, so sind die Minimal- 
schraubenflichen in den in der Aufgabe 1 behandelten 
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Flachen enthalten. Weiter sind nach II. § 22, Aufgabe 16 
auf einer Schraubenfliche die Kurven konstanten Kriim- 
mungsmafes Schraubenlinien. Die Kurven wv = konst. 
sind daher nach (7) und § 4, (20) Schraubenlinien oder 
die Tangenten einer dieser Kurven haben gegen die 
z-Achse eine konstante Neigung. Es muB8 also fiir diese 


Kurven = konstant sein [vgl. Bd. I, § 2, (5)]. Mit (7) er- 


halt man aber aus § 4, (10) und (14). 
dz Au™*tdu-+ Byumrtdy 
ds (1tuv)VAB(uv)™dudv 


Hier mu8 die rechte Seite, wenn wu == gesetzt wird 


(c eine Konstante), einen konstanten Wert geben, woraus 
durch eine leichte Rechnung folgt 


m=— 2 

und der 

Satz 2. Setzt man in den Formeln von Weier- 
straB 

TAO) = AM an. 

wo A eine komplexe Konstante ist, so erhalt man 
samtliche Minimalschraubenflachen. 

Nach § 4, (11) erhalt man nun als Gleichungen 


dieser Minimalschraubenflachen mit F(u) =—Au“ 
I! 
2 fA (<+4) : 
al 
(12) y=RAi(>—u), 
U 
2=NR2Algu, 


wobei noch z mit —z vertauscht ist. Fir das Linien- 
element folgt nach § 4, (14) 


(13) ds? = (1+ uv)? AA, (uv)? dud, 


wo A, die zu A konjugierte Konstante ist. Um nun 
in (12) das Reelle vom Imaginaren zu trennen, setzen wir 


u=re?, A= he 
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worauf folgt 
x=arcos (vy + a) + ar—1 cos (y — a), 


(14) y=arsin (y + a) +-are' sin (p—a), 
2== 2acosalgr—2apsina. 


Die Koordinaten a, y, z der Minimalschrauben- 
flachen sind durch (14) als Funktionen der beiden 
reellen Parameter rund » dargestellt, aund a sind 
relle Konstanten. Fiir das Linienelement folgt in den 
neuen Parametern aus (13), da v=re—‘?, A, ae“ ist, 
(15) ds? =a? (1+ r—*)? (dr? + rd’). 

Da nun das Linienelement (15) von der Konstanten « 
ganz unabhangig ist, so sieht man, daB alle Flachen (14) 
(welchen Wert auch « haben mag), aufeinander ab- 
wickelbar sind. LaBt man also in (14) @ stetig sich 
andern, so wird dadurch die einzelne Flache stetig 
verbogen, bleibt dabeiaber stets eine Schrauben- 
flache und eine Minimalflache. Diese Flachen sind 
die von Scherk’*) gefundenen, die wir schon in II. § 14, 
(25) erhalten haben. 

Wir setzen in (14) 


erstens e=—9 
und erhalten 


(16) Vecnee (ie weep ze) | 


Dies ist die Gleichung der Rotationsflache, die 


erhalten wird, wenn die Kettenlinie =a be cenry ve) 


um die z-Achse rotiert, also das Katenoid [vgl. II. 
§ 14, (22)]. Es ist die einzige Rotationsminimalflache 
(Schraubenfliche mit der Ganghdhe Null). Wir setzen 
in (14) 


zweitens «= . : 
worauf folgt 
(17) z—Zaare te. 


1) Vgl. die FuBnote zu II. S. 111. 
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Dies ist die Gleichung der Wendelflache [vgl. 
IT. § 14, (26)]; die Wendelfliche ist daher auf das 
Katenoid abwickelbar. 
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In § 5 hat sich ergeben, daB die Minimalschrauben- 
flachen stetig so verbogen werden kénnen, daB sie stets 
Minimalflachen bleiben. Man kann nun allgemeiner fragen, 
ob nicht jede Minimalflache einer stetigen Biegung unter- 
worfen werden kann, so daB sie stets eine Minimalflache 
bleibt. Dies ist in der Tat der Fall. 

Um dies zu beweisen, denken wir uns eine Minimal- 
flache S mit dem Linienelement 


(1) ds*=(1-+ uv)? F(u) G(v) dud», 


s.§ 4, (14). Wir suchen nun samtliche Minimalflachen, 
denen dasselbe Linienelement (1) zukommt. Hine dieser 
sei S’. Fir das Linienelement des spharischen Bildes 


von S haben wir nach § 4, (22) ds;=—kds’, fir S’ 
ist analog ds’; ——k'ds”. Da nun fiir entsprechende 
Punkte von S und S’ ds*==-ds” und k=F ist, so folgt 
(2) dsi—ds‘, 


oder in Worten: Bildet man entsprechende Partieen von 
S und S’ auf die Kugel ab, so sind die Kugelbilder ent- 
weder kongruent oder symmetrisch. Das Letztere ist 
aber ausgeschlossen, da wir angenommen haben, daB 8’ 
durch stetige Biegung aus S hervorgeht. Die Kugelbilder 
sind also kongruent, und S’ kann gegen S so orientiert 
werden, daB sich die sphirischen Bilder entsprechender 
Teile von S und 8’ decken, daB also in entsprechenden 
Punkten die Flachennormalen parallel sind. Jedem Kugel- 
punkt (wu, v) entspricht daher ein Punkt von S und S’ 
und diese beiden Punkte kommen bei der Abwicklung 
von S’ auf S zur Deckung. Also 

Satz 1. Sind zwei Minimalflachen S und 8S’ 
aufeinander abwickelbar, so kénnen sieim Raum 
so gegeneinander orientiert werden, daB die 
Flachennormalen in entsprechenden Punkten 
parallel sind. 
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Es mégen nun in den Formeln von Weierstra8 
§ 4, (10) f(u) und ihre konjugierte y(v) die Funktionen 
sein, die S’ erzeugen, dann haben wir fir das Linien- 
element von 8’ 
(3) ds’? = (1-++ uv)? f (u) p (v) dudv. 

Da aber ds—ds’ ist, so folgt aus (1) und (3) 

F (u) &(v) =f (u) y (a). 
Aus dieser Gleichung folgt 
f(u) P(r) 


F(u) pv) 

Da die linke Seite reine Funktion von w, die rechte 
Funktion nur von v ist, so muB jede Seite gleich einer 
und derselben Konstanten sein; bezeichnen wir diese 
mit re* (areell), so folgt 


flu) =ret Fu), p(o) = et" D (0); 


y(v) muB aber die zu f(x) konjugierte Funktion sein, 
ebenso wie ®(v) die zu F (u) konjugierte ist; daraus 
folgt r—1 und 

fe enh 

Ole me SAY), 


wo a eine reelle Konstante bedeutet. Wir haben also den 

Satz 2. Die allgemeinste Minimalflaiche, die 
durch stetige Biegung aus einer gegebenen her- 
vorgeht, erhalt man, wenn die Funktion F(u) in 
den Formeln von Weierstra8 durch e* F(u) und 
@®(v) durch e—** O@(v) ersetzt wird, wobei a eine 
reelleKonstanteist. Dabeisind in entsprechenden 
Punkten der Biegungsflichen nach Satz 1 die 
Normalen parallel. 

Durchlauft a alle méglichen Werte, so erhalt man 
also aus einer gegebenen Minimalflache durch stetige 
Biegung oo* andere Minimalflichen. Diese Flachen hei8en 
assozilerte Minimalflichen.') Die Schraubenminimal- 


1) Den zu a = + > gehorigen Spezialfall kennt man durch O. Bon- 


net, vgl. ,,Comptes rendus Bd. 37. (1853), p. 532. Wegen des all- 
gemeinen Falls vgl. K. Peterson, ,, Uber Raumkurven und Flachen‘, 
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flachen in § 5 sind in diesem Sinne assoziierte Minimal- 
flachen. Die beiden Flachen insbesondere, die dem 


Werte a—0 und a= = entsprechen, heiSen adjungierte 


Flachen. Das Katenoid und die Wendelflache z. B. sind 
adjungierte Flachen (§ 5). 

Die Konstante « hat eine einfache geometrische Be- 
deutung: Es seien x, y, z die Koordinaten eines Punktes 
der Flache S, die der Funktion F(u) entspricht, a, ya, 
z, die Koordinaten des zugeordneten Punktes der zu 8 
assoziierten Flache S’ [entsprechend der Funktion e*“ F(u)], 
so erhalt man fiir den Winkel # zweier entsprechender 
Linienelemente ds und ds, nach Rk. u. Fl. I. § 15, (14) 


cos fae UE Aa by dye dede, eh e7™ 
dsdé&q 2 


d. h. =a. Die Konstante a bedeutet daher den 
Winkel zwischen zwei entsprechenden Linienele- 
mentenvon SundS’. Fiirzweiadjungierte Flachen 
stehen also zwei entsprechende Linienelemente 
aufeinander senkrecht. 

Benutzt man statt der Formeln § 4, (10) die For- 
meln (4) desselben Paragraphen, so hat man fir die 
Flache S 


(4) za—=U,-+V,, y=U,-+ VJ,, z=U,-+ V3, 
und fiir-eine beliebige zu S assoziierte S’ 


5) Ge er*U,+e—*V,, ye U,+e—* V,, 
( pam ak OI ad One oy a 


Fir a =F erhalt man aus (5) diezu SadjungierteS, 


= COS G, 


(6) %—=1t(U,—V,), Y,=1(U,—V,), % =1(U,— V,). 


Leipzig 1868, p. 66, 72 und Bonnets Arbeit im ,,Journal de Vécole 
polyt.‘‘, cah. 42, p. 8, 73. Die Formeln (5) gibt Peterson in dem ge- 
nannten Werke, jedoch ohne zu beweisen, dal} dadurch alle Minimal- 
flachen erschépft sind. Hierzu vgl. Schwarz, ,,Miszellen aus dem 
Gebiet der Minimalflachen“, J. f. Math. 80 (1875), p. 286. 
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Mit Hilfe von (4) und (6) kann man den Gleichungen (5) 
nun die Form 


%,—=xcosa+t+-2z,sina, y.=ycosa-+y, sina, 
Z, —=zcosa-+z sina 


(7) 


geben. Diese Formeln gestatten eine interessante Frage 
zu beantworten. Man lasse in (7) a alle mdglichen Werte 
annehmen, worauf man die ganze Schar assoziierter 
Flachen erhalt: auf jeder dieser entspricht einem Werte- 
paare (wu, v) ein ganz bestimmter Punkt: gesucht ist die 
Kurve, die diese Punkte im Raume bilden. Man hat zu 
diesem Zwecke in (7) u, v als konstant, a dagegen als 
veranderlich anzusehen. 
Aus (7) folgt, daB identisch die Determinante 


ents Xo | 


| 
'Ya Y Yo\ = 9 
Za % z0| 


ist, woraus zu schlieBen ist, da die Kurve in einer 
Ebene liegt. Da man weiter sich unschwer tberzeugt, 
daB die Projektionen der Kurve auf die Koordinaten- 
ebenen Ellipsen sind, so ist die Kurve selbst eine Ellipse. 
Die Formeln (18) und (19) des § 4 geben die Diffe- 
rentialgleichungen der Asymptotenlinien bzw. Kriimmungs- 
linien der Minimalflache S. Ersetzt man hier F (uw) und 
® (v) beziiglich durch i F (wu) und —i @(v), so erhalt man 
als Differentialgleichung der Asymptotenlinien 
F (u) du? — @(v) dv? = 0 
und als Differentialgleichung der Krimmungslinien 
F (u) du? + & (v) dv? =0 
der zu S adjungierten Minimalfliche S,. Man hat 
daher den 
Satz 3. Verbiegt man eine beliebige Minimal- 
flache S stetig so lange, bis sie die Gestalt der 
adjungierten Minimalflache S, annimmt, so sind 
die Asymptotenlinien und Krimmungslinien von 


S bezuglich in die Krimmungslinien und Asym- 
ptotenlinien von S, tibergegangen. 
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Bemerkung. Dieser Satz ist ein Spezialfall eines allgemeineren, 
den wir zum Beweis in die Ubungen (vgl. § 33, Aufg. 10) aufge- 
nommen haben. 


§ 7. Die Formeln von Schwarz. Bestimmung einer 
Minimalflache durch einen gegebenen Streifen. 


Die zu der Minimalflache S adjungierte Minimal- 
flache S, hat nach den Ergebnissen des vorigen Para- 
graphen folgende Eigenschaften: 

1) In entsprechenden Punkten haben die Flachen 
parallele Normalen, 

2) Zwei entsprechende Linienelemente stehen auf- 
einander senkrecht, 

3) Zwei entsprechende Linienelemente sind gleich lang, 
da ja beide Flachen aufeinander abwickelbar sind. 

Diese drei EHigenschaften finden ihren analytischen 
Ausdruck in den Gleichungen 


(1) adz, + bdy, +cdz,—0, 
(2) dx dx -+dy,dy+dz,dz—0, 
(3) dx+-dy,+dy—dz?+dy’?+ dz’, 


unter Beibehaltung der Bezeichnungen des vorigen Para- 
graphen. Lost man diese Gleichungen nach dz,,dy,, dz, auf, 
so erhalt man wichtige Gleichungen, die Schwarz’) 
angegeben hat. Nach Rk. u. Fl. I. Einltg. (16) erhalt 
man aus (1) und (2), wenn @ ein Proportionalitits- 
faktor ist, 


odx,—=bdz—cdy, ody, —cdx—adz, 0dz—=ady—bdz; 


aus (3) und dem Determinantensatz I, (15) der Einleitung 
folgt e—=-+1. Berechnet man aber mit Hilfe der Formeln 
(10) und (15) des § 4 ady—bdz, so findet man, da 
+da, sich ergibt; @ ist also gleich +-1 zu setzen. Es 
ist daher 


(4) dx, —=bda—cdy, dy,—cdx—adz, dz,=ady—bdz. 
Nach § 6, (4) und (6) ist aber 
(5) 2U,=—x—ia,, 2U,=y—vy,, 2U,=2—12, 


1) Schwarz, J. f. Math. Bd. 80, p. 291 (1875). 
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und daher nach (4) 
2U,—«—if(bdz—cdy), 2U,—y—t1J(cdx —adz), 
(6) 2U,—=2z—if(ady— bdz). 


Dies sind die wichtigen Formeln von Schwarz. 
Sie dienen zur Loésung der Aufgabe:1) eine Minimal- 
flachezu bestimmen, diedurcheinegegebeneKurve 
geht und lings derselben gegebene Normalen hat. 
Bedenkt man, da8 die Flachenelemente langs der Kurve 
einen unendlich schmalen Streifen bilden, so kann die 
genannte Aufgabe auch so formuliert werden: Hine 
Minimalflache durch einen gegebenen Streifen 
zu legen. 

Bemerkung. Aus der dritten Formel (4) folgt, daB 
fiir eine Minimalflache ady — bdz ein totales Differential 


ist, oder daB cs —_ ee = (0 sein mu8. Ist die Flache durch 


die Gleichung z—f (2, y) gegeben und beniitzt man die 
Gleichungen I. § 16, (5), so folgt 


trea) aloetera)— 
dx\V1i-+p+q) %*#Y\V1+p?+¢@ 

Dies ist genau die Differentialgleichung, die La- 
grange durch Variationsrechnung erhalten hat. Aus- 
gerechnet erhalt man so Formel (1) von § 3. 

Wir wenden nunmebhr die Formeln von Schwarz 
an zur Losung der oben genannten Bjérlingschen 
Aufgabe. 

Die Raumkurve mége dadurch gegeben sein, da& 
die Koordinaten (x, y, z) eines Punktes derselben als ana- 
lytische Funktionen (d. h. Funktionen, die nach Potenzen 
des Arguments ¢ entwickelbar und auch auf komplexe 
¢t ausdehnbar sind) eines reellen Parameters ¢ seien. 
Sind weiter a, b, c ebenfalls gegebene analytische Funk- 
tionen des Parameters ¢, so ist in jedem Punkt der 
Raumkurve eine Richtung gegeben, welche die Normale 


fg 
1) Gestellt von Bjérling, Archiv fiir Math. IV, p. 290 (1864). 
Gelost von Bonnet, Comptes rendus. T. 40, p. 1107 (1855) und T. 42, 
p. 532 (1856). Wir geben im Text die elegante Lésung, die manSchwarz 
(a. a. O.) verdankt. 
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der gesuchten Minimalfliche werden soll. Diese Normale 
mu8 natiirlich auf der Tangente der Raumkurve senk- 
recht stehen. Die sechs Funktionen 2, y, z; a, b, c miissen 
daher so gegeben sein, daB sie die Gleichungen 


(7) adzx+bdy+cdz=—0, @+0?+c?=—1 


identisch, d. h. fiir alle Werte von ¢ befriedigen. Die 
Formeln (6) geben nun unmittelbar die Funktionen JU,, 
U,, U, und durch Vertauschung von i mit — 7 die hier- 
zu konjugierten V,, V,, V, — allerdings zunachst nur fiir 
reelle Werte des Parameters ¢. Da aber diese sechs 
Funktionen analytische Funktionen von ¢ sind, so 
hindert uns nichts, dem Parameter ¢ auch komplexe 
Werte zu geben. Ist ¢, die zu ¢ konjugiert imaginare 
GroBe, so bestimmen wir eine Flache durch folgende 
Formeln 


@ =U 4i)+V,(i,), y¥ =U,)+ V(t), 
z= U,(t) + V(t); 


und behaupten nun, daB dies die Gleichungen der 
gesuchten Flache sind. 

Fiirs erste nimlich ist diese Flache eine Minimal- 
flache; denn aus (6) folgt mit Beachtung von (7), daB 
fiir reelle Werte von ¢ bzw. t, 


dU, +4dU,+dU;,=0, 

dVi,+dV,+dV;—0 
ist. Diese Gleichungen sind daher Identitaiten und werden 
auch statthaben, wenn ¢ komplexe Werte erhalt; U,, 
U,, U,, und V,, V,, V, sind daher die Koordinaten von 
zwei Minimalkurven, durch deren Translation (vgl. § 4) 
die Flache (8) entsteht. Diese ist also sicher eine Minimal- 
flache und zwar eine reelle, da U; und V,; konjugierte 


Funktionen sind. 
Weiter ergibt sich fiir reelle Werte von ¢ (t=—t,) 
aus (8) und den Formeln von Schwarz 


Saxe), yy), 2 =2), 


d. h. die gegebene Kurve liegt auf der durch (8) be- 
stimmten Flache. 


Kommerell, Spezielle Flachen. 


(8) 


3 
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Die Richtungskosinus A, B, C der Normalen der 
Flache (8) in einem beliebigen Punkt (¢, ¢,) bestimmen 
sich nach II. § 2, (9) aus den Gleichungen 


A*+ 6? +C?#=1; 
oder mit Beniitzung von (8) aus den Gleichungen 
(9) 2AdU,=0, SAdV—0, ZA*=—1. 


Fir reelle Werte von ¢ erhalt man aus den Glei- 
chungen von Schwarz und wegen (7) 


(10) \adUu,=0, ZadVy=—0, Sa°—1. 


Die Gleichungen (9) und (10) lehren nun aber, da8 
die Richtungskosinus A, B, C der Flache (8) fiir reelle 
Werte von, d.h. in Punkten der gegebenen Raumkurve 
in die gegebenen Grofen a, 6, c tibergehen. Es ist also 
auch bewiesen, daB die Minimalflache (8) langs der ge- 
gebenen Kurve die vorgeschriebenen Normalen besitzt. 

Bemerkung. Die Formeln von Schwarz erfordern 
drei Quadraturen, durch welche drei willkiirliche Kon- 
stante eingeftihrt werden. Diese Konstanten sind not- 
wendig reell, da der Vergleich von (6) mit (5) zeigt, daB 
die drei Integrale x, y,, 3 etwas Reelles bedeuten. 
Bei der Bildung der Flachengleichungen (8) heben sich 
diese drei Konstanten daher wieder heraus. Es folgt, 
da8 durch einen gegebenen Streifen eine Minimal- 
fliche eindeutig bestimmt ist. Hieraus ergeben sich 
die Satze von Schwarz: 

Satz 1. Jede auf einer Minimalflache gelegene 
Gerade ist eine Symmetrieachse der Flache. 

Satz 2. Schneidet eine Ebene eine Minimal- 
flache uberall senkrecht, so ist sieeineSymmetrie- 
ebene der Flache. 

Denn dreht man die Flache um diese Gerade (in Satz 1) 
um 180°, so hat sie nach der Drehung langs der Geraden 
dieselben Normalen wie vorher,.und sie mu8 daher mit der 
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urspringlichen Flache zusammenfallen. Analog ergibt 
sich der Satz 2. 

Nach den Ergebnissen dieses Paragraphen ist eine 
Minimalflache durch die Forderung bestimmt, daB eine 
gegebene Kurve fiir die Minimalfliche geodatische Linie 
oder Asymptotenlinie werde; denn im ersten Falle ist 
langs der Kurve die Hauptnormale, im zweiten Falle die 
Binormale der Kurve die Normale der Flaiche. Soll endlich 
eine gegebene Kurve Kriimmungslinie der gesuchten Flache 
werden, so konstruiere man eine der unendlich vielen 
Evoluten (vgl. I. § 12, Satz 2); die Tangenten dieser geben 
dann die Normalen der Minimalflache langs der gegebenen 
Kurve. In diesem Falle hat man also unendlich viele 
Lésungen. 


3, Die Flachen von konstantem 
Kriimmungsma8. 


§ 8. Allgemeines tiber Flachen von konstantem 
Kriimmungsma8. 

Nach den Minimalflachen des vorigen Abschnittes 
wahlen wir als zweites Beispiel fiir die W-Flaichen die 
Flachen von konstantem Krimmungsma8. Diese 
sind durch die Gleichung 

1 1 
(2) dae Sod 
definiert, wo R eine Konstante bedeutet. Je nachdem R 
reell, unendlich oder rein imaginér ist (also von der 
Form ri), haben die entsprechenden Flachen in allen 
ihren Punkten konstantes positives Kriummungs- 
maB, oderdas KrimmungsmaB Null oder konstantes 
negativesKrimmungsmaB. Diese drei Gattungen von 
Flachen sind namentlich auch wegen ihres Zusammen- 
hanges mit der sog. nicht-euklidischen Geometrie (s. unten 
§ 13) von besonderem Interesse. 

Zunachst zeigen wir, daB jeder der drei Gattungen 
eine bestimmte Form des Linienelementes ent- 
spricht. Zu diesem Zwecke wahlen wir als Parameter- 
kurven v=konst. die geodatischen Linien durch einen 


3* 
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beliebigen Punkt der Fliche (Pol), als Parameterkurven 
u=konst. ihre Orthogonaltrajektorien (geodatische Par- 
allelen). Das Linienelement jeder, Flache, bezogen auf 
diese Parameterkurven, lautet’ dann nach Rk. u. FI. 


BIS 1552(8) 

(2) ds* = du? + Gdv’, 

wo auBerdem nach II. § 15, (9) 

(3) en VGE= Otel oa 
u=0 u=0 ou 


ist. 
Fir das Krimmungsma®8 & erhalt man nach II. 
§ 13, (13) 


(4) k 


wo A, B zunichst noch willkiirliche Funktionen von »v 
allein sind: diese aber miissen wegen (3) den Gleichungen 


A+B=0, A—B= fi 
gentgen, aus denen folgt 
iu —tu\ 
(5) ( R R 
G2 Ri Shey ee 
VG=R Te = fsin55 


Wir erhalten nun aus (2) und (5) 


1) Fur die Flachen von konstantem positivem 
Krimmungsma8 (Rreell —7r) 


ee! 
(6) ds? = du? +- r? sin® —— dv; eee 

2) Fir die Flaichen von konstantem Kriim- 
mungsmaB Null (abwickelbare Flachen, R—co), 


(7) ds°—du*-+wdv?; k—0. 
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Dies ist einfach das Linienelement der Ebene fiir Polar- 
koordinaten. 

3) Fur die Flachen von konstantem nega- 
tivem KriimmungsmaB (R rein imaginar = 772) 


2 


Uu —uU 
(8) ee 19 U 
ds*=du? +-r?\ — oa dv’ = du? —- 1 sinh® de®; 
1 
ee 


Da wir im Folgenden wiederholt von den Hyperbel- 
funktionen Gebrauch machen werden, so moge deren 
Definition hier angegeben werden: es ist 


u ee 
i PAM ga 
ign YE me : : 
¢ sin = PRL sinh < (Sinus hyperbolicus), 
(9) 
Batt eed 
a Tr a 
e : : 
cos = = eiantis = cosh~ (cosinus hyperbolicus). 


Man sieht, daB das Linienelement jeder Flache von 
konstantem Kriimmungsma8 sich auf eine der Formen 
(6)—(8) bringen 14Bt, und es gilt daher der 

Satz 1. Alle Flachen, die dasselbe konstante 
KrimmungsmaB besitzen, lassen sich aufeinander 
und auf sich selbst abwickeln und zwar auf drei- 
fach unendlich viele Weisen. 

Das letztere bedarf noch eines Beweises. Seien S und 
S, zwei Flachen der genannten Art, so kann auf S als 
Pol des geodatischen Polarkoordinatensystems ein belie- 
biger Punkt A, auf S, ein beliebiger Punkt A, ausgewahlt 
werden. Wegen der Gleichheit der Linienelemente kann 
nun § auf 8, abgewickelt werden, so daB A und A, sich 
decken. Der Punkt A von S kann also mit zweifach un- 
endlich vielen Punkten von 8, zur Deckung kommen. Da 
weiter in (6)—(8) statt v auch v-+-a, woa eine beliebige 
Konstante ist, gesetzt werden kann, ohne daB die Form des 
Linienelements sich andert, so kann man noch die eine 
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Flache tiber der anderen um den gemeinsamen Punkt A A, 
drehen. Damit ist gezeigt, da die Abwicklung in der 
Tat auf dreifach unendlich viele Arten moglich ist. 


Nach dem Satz, den wir soeben bewiesen, kann daher 
jede Figur auf einer solchen Flache in der Flache ver- 
schoben werden, wie eine ebene Figur in der Ebene, ohne 
da8 die Langen und Winkel sich andern. Bei einer Flache 
von konstantem Kriimmungsma8 kann man also mit dem- 
selben Recht von einer Geometrie auf der Flache 
sprechen wie von einer Geometrie der Ebene oder der 
Kugel. In der Tat sind ja die beiden letzteren ebenfalls 
Flachen von konstantem Krimmungsma8. Wir kommen 
hierauf weiter unten in § 11 noch einmal zuriick. 


§ 9. Die Pseudosphare. 


_ Wir bestimmen nunmebr die einfachsten Flachen von 
konstantem Kriimmungsma8. Zunachst bemerken : wir, 
daB nach § 8, (6)—(8) G reine Funktion von w ist: es 
folgt somit nach Rk. u. Fl. IL. §7, (14) der 

Satz 1. Alle Flachen von konstantem Kriim- 
mungsmaB8 sind auf Rotationsflachen abwickelbar. 


Es genigt daher, fiir die drei Falle die einfachsten 
Rotationsflachen anzugeben, worauf die allgemeinsten 
Flachen aus diesen durch Biegung hervorgehen. 


1) Die einfachste Flache von konstantem po- 
sitivem KrimmungsmaB ist die Kugel. In der Tat 
erhalt das Linienelement der Kugel mit dem Radius r 
die Form § 8, (6), wenn auf der Kugel wu das Komplement 
der geographischen Breite, v die geographische Linge be- 
deutet. Da alle Flachen von konstantem positivem Kriim- 
mungsmafs§ auf die Kugel abwickelbar sind, so ist die 
Geometrie auf diesen Flachen identisch mit der Kugel- 
geometrie. 

2) Die einfachste Flache von konstantem 
Krimmungsma8 Null ist die Ebene. Bedeuten wu, v 
Polarkoordinaten in der Ebene, so hat das Linienelement 
der Ebene in der Tat die Form § 8, (7). Die Geometrie 
auf allen Flachen von konstantem Kriimmungsma8 Null 
ist identisch mit der ebenen (euklidischen) Geo- 
metrie. 
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3) Es bleiben also nur noch die Flachen von kon- 


stantem negativem KrimmungsmaB Se zu er- 
ledigen. f 

Um die Rotationsflachen zu finden, sei "die Meridian- 
kurve einer dieser in der xz-Ebene. Ist in Fig. 1 M der 
Kriimmungsmittelpunkt von J" fiir den Punkt P, so ist 
nach II. § 7, Satz 4, PM =o der eine Hauptkriimmungs- 
halbmesser der zu J’ gehérigen Rotationsflache in P, der 


andere Hauptkriimmungshalbmesser in P ist das Stick PQ 
der Kurven-Normalen in P bis zur z-Achse. Es ist also 
(1) PQ-PM=—r’, 


Bezeichnet man mit 7 den Neigungswinkel der Meri- 
diantangente in P gegen die x-Achse, so ist dt der Kon- 
tingenzwinkel in P fiir J’ und daher [vgl. I. § 3, (7)] 


(2) ds=odt. 

Weiter ergibt sich aus dem Dreieck PSQ, wo PS =x 
sd aL ey 
ist, 1h feoaieertng und daher nach (1) und (2) eee ele 


du, 
oder, da Uh seceasanes ist [vgl. I. § 2, (5)], 
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2 


(3) zde——sin Qn dt. 


Hieraus erhaélt man durch ‘Integration, wenn C eine 
willkiirliche Konstante bedeutet, 
222 + C =r? cos 2t 
oder auch 
l—cos2t r?—22x*—C 


2 =— = e 
) eT cos 87 eat LO 
Setzt man noch r?—C= 267, wo jetzt 6? die will- 


kirliche Konstante ist und beachtet, daB ter ist, 


so folgt aus (4) 


0 Vase! 


Dies ist die Gleichung der Meridiankurve I. Da 5? 
willkiirlich ist, so erhalt man unendlich viele Meridian- 
kurven und damit unendlich viele Rotationsflachen von 


: = 1 
konstantem negativem Krimmungsmai — 7 Es ge- 


niigt, die einfachste von diesen zu nehmen. Die Inte- 
gration von (5), die im allgemeinen auf elliptische Inte- 
grale fiihrt, wird fiir den Fall 6??? ausfiihrbar. Setzt 
man unter dieser Voraussetzung x—rsin wu, so folgt 
aus (5) leicht 


(6) == rsin ts; z—rfigtg 5+ cosu}. 


Durch diese Gleichungen sind x und z als Funktionen 
des Parameters u definiert, sie stellen daher die Glei- 
chungen der Meridiankurve in der xz-Ebene dar. 
Diese Kurve heif8t die Traktrix; sie ist symmetrisch 
zur x-Achse, hat die z-Achse zur Asymptote und im 
Punkte (e717, z—0) eine Spitze. Man zeigt auBerdem 
leicht, daB das Stiick der Tangente zwischen Berihrungs- 
punkt und Asymptote konstant—r (vgl. unten S. 42), 
und daB der Ort meets Krimmungsmittelpunkte eine 
Kettenlinie ist (vgl. II. § 22, Aufg. 27). 


§ 9. Die Pseudosphiare. 4] 


Die Rotationsflaiche der Traktrix heift Pseu- 
dosphare (s. Fig. 2). Man hat-daher den 

Satz2. Die einfachste Flache von konstantem 
negativem Krimmungsma®8 ist 
die Pseudosphare. Die Geome- 
trie aller Flachen von konstan- 
tem negativem KrimmungsmaB 
ist identisch mit der Geometrie 
auf der Pseudosphare. 

Bemerkung. Da die Evolute 
der Traktix die Kettenlinie ist, so 
folgt, da8 die Zentramantel aller 
pseudospharischen Flachen auf das 
Katenoid abwickelbar sind (vgl. § 2, 
SchluB). 

Als Gleichungen der Pseudosphare hat man 
nun nach (6) 


(7) x—rsinucosv, y=—rsinusin», z—rflgte 5+ cosu\, 


dabei sind die Kurven w= konst. die Parallelkreise, die 
Kurven v=konst. die Meridiane der Pseudosphare. Fir 
das Linienelement der Pseudosphare ergibt sich 


(8) ds* =r ctg?udu? + r’sin?udv’. 
Wir setzen nun 
(9) retgudu—dU, oder U—rlgsinu, 


dann folgt aus (8) fir das Linienelement der Pseu- 
dosphare 


2U 


(10) ds? dU? +e 7 dV’, 
wenn noch 
(11) ro=V 


gesetzt wird; dabei sind wieder die Kurven U = konst. die 
Parallelkreise, die Kurven V=konst. die Meridiane der 
Pseudosphare. Setzt man jetzt in (10) 


(12) U=U,+2a, V=Vye", 


wo « eine willkirliche Konstante bedeutet, so sieht man, 
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da& das Linienelement (10) in sich selbst transformiert 
wird. Daraus ergibt sich der 

Satz 3. Die Pseudosphare kann auf sich selbst 
so abgewickelt werden, da8 die Parallelkreise 
wieder in Parallelkreise und die Meridiane in 
Meridiane tbergehen. 

Damit wir von dieser Art der Abwicklung eine klare 
Vorstellung erhalten, denken wir uns die Pseudosphare 
langs eines Meridianes und langs des Parallelkreises in 
der xy-Ebene aufgeschnitten. Das tiber der xy-Ebene 
liegende Stiick verschieben wir nun parallel der positiven 
z-Achse; dasselbe kann dann nach (12) so auf die Pseudo- 
sphare abgewickelt werden, daf die Parallelkreise des 
Stiicks auf Parallelkreise (und damit die Meridiane auf 
die Meridiane) der Pseudosphare zu liegen kommen. 

Da nun jeder Parallelkreis einer Rotationsflaiche eine 
Kurve konstanter geodatischer Kriimmung ist und diese 
bei der Biegung sich nicht andert (vgl. II. § 19, S. 160 ff.) 
so ist zu schlieBen, da bei der Pseudosphiare alle 
Parallelkreise dieselbe konstante geodatische 
Kriummung besitzen. Dies ergibt sich auch analytisch 
sofort aus II. § 19, S. 160; man erhalt so 
a 1 leva 


VEO von 


1h, hss <a 
wo = die geodatische Krimmung der Kurven u = konst. 


> 


bedeutet. Aus (10) folgt 


Die Parallelkreise der Pseudosphiare haben 


also die konstante geoditische Krimmung a 


Beachtet man nun den Satz I. § 28, Aufg. 36, so sieht man, 
daB das Stiick jeder Meridiantangente der Pseudosphare 
zwischen dem _ Beriihrungspunkt und der z-Achse 
konst. =r ist (s. 8S. 40). 

Wir haben nun oben gesehen, daB es auBer der 
Pseudosphare noch unendlich viele Rotationsflichen von 
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konstantem negativem KriimmungsmaB gibt. Ohne uns 
auf die gestaltlichen Verhialtnisse dieser hier naher ein- 
zulassen, kénnen wir jedenfalls soviel sagen, da keine von 
diesen weder auf die Pseudosphare noch eine auf die 
andere oder auf sich selbst stetig so verbogen werden 
kann, da8 die Parallelkreise waihrend der Biegung immer 
Parallelkreise bleiben. Denn dann miiBten die Parallel- 
kreise alle dieselbe geoditische Kriimmung haben, eine 
Higenschaft, die, wie aus dem oben Gesagten hervorgeht, 
eben nur die Pseudosphare besitzt. 


$ 10. Die Kurven konstanter geodatischer Kriimmung 
auf den pseudospharischen Flachen. 


Da wir uns im folgenden hauptsiachlich mit den 
Flachen von konstantem negativem KriimmungsmaB, 
die man auch pseudosph§arische Flachen nennt, ein- 
gehender beschaftigen werden, so wollen wir uns in 
diesem Paragraphen tiber die Kurven konstanter geo- 
datischer Krimmung der pseudospharischen Flachen 
einen Uberblick verschaffen. Wir werden sehen, daB 
diese Kurven das Analogon der Kreise in der Ebene 
bilden. 

Es sei C eine beliebige Kurve konstanter geo- 
datischer Kriimmung. Wir wahlen nun als Parameter- 
kurven v=konst. die zu C orthogonalen geodatischen 
Linien und als Parameterkurven u—konst. die zu C 
geoditischen Parallelen. Die Kurve C médge dem Para- 
meterwerte u=0 entsprechen. 

Das Linienelement der Flaiche lautet dann nach 


RE. u. Fl. IT. § 15, (7) 

(1) ds* du? + Gdv? 

und das KriimmungsmafB k, das also konstant = —-, 
(r reell) sein soll, ergibt sich nach II. § 13, (13) aus der 
Gleichung 


1 1 eve 
(2) 2 iy VG ra) eas 

G ou 
Sind y(v) und w(v) zwei willkiirliche Funktionen von 
v allein, so lautet das allgemeine Integral von (2) 
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U uU 
T 


@) VE= pire’ +yloe %, 


s 


und es ist daher nach (1) 


Uu 


(4) dst du +{p(vje’-+y(oje *} dv*. 


Nach der Formel (13) des § 9 hat man nun fir die 


it 
geoditische Krummung — der Kurven u = konst. 


B TON 
pwoe’tyive 7 


Da die Kurve C (w= 0) eine Kurve konstanter geoda- 
tischer Kriimmung sein soll, so muB die rechte Seite von (5) 
fiir u— 0 konstanten Wert besitzen; dies ist nur méglich, 
(2) 
y(v) 
Konstanten ist; g(v) und yw (v) kénnen namlich nicht 
beide zugleich den Wert Null haben, da sonst nach (8) 
G gleich Null ware. Jetzt ist aber in allen drei Fallen 
die rechte Seite von (5) auch fiir Werte w2 0 unabhangig 
von v und man hat daher den 

Satz 1. Auf jeder pseudospharischen Flache 
sind die geodatischen Parallelen zu einer Kurve 
konstanter geodatischer Kriimmung wieder Kur- 
ven konstanter geodatischer Krimmung. 

Wir untersuchen nun die genannten Méglichkeiten 
naher. Es wird sich zeigen, daf auf jeder pseudo- 
spharischen Flache drei verschiedene Arten von Kurven 
konstanter geoditischer Kriimmung existieren. 

Ks sei also: 


wenn entweder ~(v) bzw. y(v) = 0 oder gleich einer 


Ley ==0), 


Der Fall y(v)=0 ist nicht davon verschieden, wie 
man durch Vertauschung von uw mit —w sofort sieht. 
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Aus (5) ergibt sich, daB die geodiatische Kriimmung 


aller Kurven u—konst. denselben Wert S besitzt. Er- 


setzt man in (4) fw(v)dv, wieder durch v, so erhalt das 
Linienelement a Me ontetichen Fliche die Form 
I = 

(1) ds*=du?+e’ dv. 


Man sagt, das Linienelement (I) besitze parabo- 
lischen Typus. Man hat daher den 

Satz 2. Fur das Linienelement vom para- 
bolischen Typus (I) sind die geodatischen Paral- 
lelen u—konst. Kurven von der konstanten geo- 


k 2 i 
datischen Krimmung a 


Man vgl. hierzu die Parallelkreise der Pseudosphire 
sowie die Form des Linienelements (10) von § 9. 


Ii. Wir nehmen an, a sei gleich einer positiven 
1 
Konstanten, die wir mit e* bezeichnen. Wir setzen 
> 


(ve) =e pv), w= U+, g(vjdv=z - dV. 


Fir das Linienelement erhalt man nach (4) in den 


neuen Parametern 
2 


AST 
innate arises he lap 
oder, indem man sogleich wieder kleine Buchstaben u, v 


schreibt und § 8, (9) beachtet, 


—tu)2 
(I) ds? du? + cosh? tap mae eee et yaw, 


Man sagt, das Linienelement (II) sei von hyper- 
bolischem Typus. 
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1 
Fiir die geodatische Krimmung Z der Kurven 
u==konst. erhalt man aus (II).nach § 9, (13) 
2u 
1 e7’—] 1 
7, fe 
"ert 


woraus zu schlieBen ist, daB die geodatische Krummung 
aller Kurven u==konst. kleiner als * ist und daB die 


Kurve u=0 selbst eine geodatische Linie ist; aus (II) 
folgt, daB v der Bogen derselben ist. Man hat daher den 

Satz 3. Fur das Linienelement (II) vom 
hyperbolischen Typus hat jede geodatische Pa- 
rallele u = konst. eine geodatische _ Kriummung 


kleiner als Pa Die Kurve u= 0 ist eine geodatische 


Linie und v ihr Bogen. 

Da uw der Bogen der die Kurve w=0O senkrecht 
schneidenden geodatischen Linien ist, und zwar von der 
Kurve u=0 an gerechnet, so sieht man, daB fiir die 
geodatischen Parallelen die geodatische Krimmung um 


Low. z : ; R 
so mehr dem Wert = sich nihert, je weiter sie von der 
Kurve u=0 entfernt sind. Erst fiir woo wird die 
nigh s 1 : 
geodatische Kriimmung a: weshalb man die Kurven 


von der konstanten geodatischen Kriimmung : 


auch Grenzkreise nennt. Wegen der Bezeichnung 
. Kreis‘ siehe weiter unten. 


III. Ist endlich ee in (5) gleich einer negativen 
Konstanten, die wir mit —e* bezeichnen, so setzen wir 
ahnlich wie oben 


a 


p(v) = —e* (0), u=U+4+, p(v)dv= re ei 
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und erhalten dann, wenn wir sogleich wieder statt (U, V) 
kleine Buchstaben (u, v) gebrauchen und § 8, (9) beachten 


u U )2 
(IIT) ds* = du® + r*sinh® “do* = du? aif = le 


_ Diese Form des Linienelements nennt man den 
elliptischen Typus. Fir die geoditische Kriimmung 


1 
— der Kurven u—konst. erhaélt man aus (III) nach 


$9, (13) 


2u 
1 e’+1 1 
mises ar 
Ca 


Man sieht, daB jetzt die geodiatische Kriimmung 


aller Kurven u=konst. groBer als = ist und die- 


selbe erst fiir w— oo gerade =~ wird. Die Form (III) 


des Linienelements ergab sich schon in § 8, (8), wo- 
raus zu schlieBen ist, daB die geodatischen Linien 
v==konst. (s. § 8) alle durch einen Punkt gehen; von 
diesem Punkt aus wird die Lange w der geodatischen 
Linien gemessen. Man hat so den 

Satz 4. Fir das Linienelement (III) vom 
elliptischen Typus hat jede geodiatische Parallele 
u=konst. eine geodatische Kriimmung gro8er 


als = Die zu den geodatischen Parallelen ortho- 


gonalen geodatischen Linien gehen alle durch 
einen Punkt, von dem aus die Lange wu der geo- 
datischen Linien gemessen wird. 

Im Falle III stellen die Kurven konstanter geoda- 
tischer Kriimmung u=konst. das genaue Analogon der 
Kreise in der Ebene dar. In der Tat, befestigt man in 
einem Punkt P einer pseudospharischen Flache einen 
Faden und spannt ihn straff uber die Flache, so legt 
er sich als geodatische Linie auf die Flache; bewegt 
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man nun das Ende, indem der Faden immer straff auf 
der Fliche aufliegt, so beschreibt dieses nach Satz 4 eine 
Linie konstanter geodatischer Kriimmung. Aus diesem 
Grund nennt man jede Kurve konstanter geoda- 
tischer Krimmung auf einer pseudosphiarischen 
Flache auch einen geodatischen Kreis. Im ellip- 
tischen Falle nennt man den gemeinsamen Schnittpunkt 
der zu dem geodatischen Kreis orthogonalen geodatischen 
Linien den Mittelpunkt des Kreises. Im parabo- 
lischen Falle treffen sich, wie die Parallelkreise und Meri- 
diane der Pseudosphiare zeigen, die zu dem geodatischen 
Kreis senkrechten geodatischen Linien im Unendlichen. 
Die Grenzkreise kénnen somit als geodatische Kreise mit 
unendlich fernem Zentrum bezeichnet werden, analog 
den Geraden (als Kreise aufgefaft) der Ebene. Im 
hyperbolischen Falle, wo also die geodatischen Kreise 


eine geodatische Krimmung kleiner als a besitzen, kann 


keine der zu einem geodatischen Kreis orthogonalen 
geodatischen Linien die andere treffen. Denn wiirden 
zwei derselben sich im Punkte A treffen und die geo- 
datische Linie w= 0 (vgl. Satz 3) in den Punkten Bund C, 
so hatten wir ein von geodatischen Linien gebildetes 
Dreieck ABC, in dem die Winkelsumme mindestens 
gleich zwei Rechten ware, wahrend sich im niachsten 
Paragraphen ergeben wird, daB die Winkelsumme stets 
kleiner als zwei Rechte ist. Wir bezeichnen in diesem 
Fall den Mittelpunkt des geoditischen Kreises als ima- 
ginar. Man hat daher den 


Satz 5. Der Mittelpunkt eines geodatischen 
Kreises liegt im Endlichen, unendlich fern oder 
ist imaginar, je nachdem die geodatische Kriim- 
mung desselben gré8Ber, gleich oder kleiner als 


: ist. (Vgl. hierzu auch § 14.) 


Das Linienelement ist in allen drei Fallen von der 
Form 


ds? = du? + f(u)? dv? = f(u)? {Fai +-derl, 
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wo f(u) eine Funktion von w allein ist; setzt man nun 


du 
eater.) due), 
f(u) 5 


so erhalt das Linienelement die isotherme Form 
ds* = F(U){dU? + dV}. 


Man hat also den 

Satz 6. Auf jeder pseudospharischen Flaiche 
bilden die zu einem geodatischen Kreis ge- 
zogenen geodatischen Parallelen zusammen mit 
den hierzu orthogonalen geodatischen Linien ein 
Isothermensystem. 

Vgl. hierzu den allgemeinen Satz II. § 22, Aufg. 39. 


§ 11. Die Trigonometrie auf den Flachen von 
konstantem Kriimmungsma8. 


Wir knupfen nun wieder an die am Schluf8 von § 8 
gemachte Bemerkung an, daB jede Figur einer Flache von 
konstantem Krimmungsma8 in der Flache verschoben 
werden kann, ohne da die Langen und Winkel sich 
andern, und daB man deshalb mit demselben Recht von 
einer Geometrie auf der Flache sprechen kann wie von 
einer Geometrie der Ebene oder der Kugel. Um den 
Charakter dieser Geometrie naher kennen zu lernen, suchen 
wir in diesem Paragraphen Beziehungen zwischen den 
Winkeln und Seiten eines Dreiecks, dessen Seiten drei 
geodatische Linien der Flaiche sind, herzustellen. Das 
Folgende bezieht sich also wieder auf alle drei Arten 
von Flachen von konstantem KriimmungsmaB. 

Die Ecken des geodatischen Dreiecks seien A, B, C 
(s. Fig. 3). Als Parameterkurven v—konst. wahlen wir, wie 
in § 8, die geodatischen Linien durch den Punkt 4 (Pol), 
und zwar moge die geodatische Linie A 6b dem Werte v — 0 
entsprechen, die Linie AC dem Werte v—v,. Die Ortho- 
gonaltrajektorien der geoditischen Linien durch A seien 
die Kurven u—konst., wo u den Bogen der geodatischen 
Linien durch A, von A aus gemessen, bedeute. Speziell 
sei AB=u,, AC=u,. Nach § 8, (2) und (5) hatten 
4 


Kommerell, Spezielle Flachen. 
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wir fiir das Linienelement einer Flache von konstantem 


Krimmungsma — a 
(1) ds —=dw+Gdv, G—Rsin? 5; 


wo die Konstante R entsprechend den drei Fallen reell, 
rein imaginar oder unendlich groB ist. Ist # der Winkel, 
den BC in irgend einem Punkt P (s. Fig. 3), mit der 


Fig. 3. 


durch P gehenden Parameterlinie v= konst. (A P) bildet, 
so lautet die Differentialgleichung der geodi- 
tischen Linie BC nach Rk. u. Fl. II. § 16, (7) wegen 


E=1 s 
(2) Jj EG 
du 


(dort mit #, bezeichnet); auBerdem ist nach II. § 16, (2) 
und (1) dieses Paragraphen 


—~dv 
3 = « 
(3) tgd VG7- 


dv 


Eliminiert man aus (2) und (3) dv und integriert 
so folgt, wenn a eine Integrationskonstante ist, 


(4) VGsind =a. 
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Hat #% fiir den Punkt B und C beziiglich die Werte 
0, und #,, so ist nach (1) und (4) 


(5) Rsin = sind, = Rsin 3 sin’v, =a. 


Eliminiert man weiter aus (1), (3) und (4) # und dz, 
so erhalt man fir den Bogen s von BC 


(6) ees 


tt 


Setzt man hier‘den Wert von G aus (1) ein und 
integriert, so folgt 


/ 
dy U. AEE 
R? sin? — — a? R? sin?  — a? | 
8 : R : R 
— are sin —are sin , 


R R? — a? R? — @ 


oder mit Hilfe von ae 


# sin —; “ cos t, Rsin 2 R + cosa, 
7 — i = — arc sin SSS 
(7) Rare sin oa eas 
Setzt man nun 
# sin - cos #, Resin 4 cos 0, 
6 ene aR 
so folgt hieraus und aus (5) 
u U 

Reos = Reos + 
2) Bae aes SO ye 

V R?—a? V R?— a? 


und es ist nach (7) 


4* 
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Fiir diese Gleichung bilde man cos 5 und sin und 


benutze die Gleichungen (8) und (9): es folgt so 
Uy 
2 me 2 pics Bae: 
R? cos 4 R cos pire sin ~ R sin > cos #, cos #, 
R?—@ 


Eee eine Secale Uy 
R? cos— sin — cos 3, — R? sin— cos — cos 3 
; R R & R ie : 
sin — —= 


R R? — a 


Pea ae man nun die erste dieser Gleichungen 


Us, 
mit cos a a ae mit sin = R i 
die erste mit sin RP cos #,, die zweite mit — cos und 
addiert in beiden Fallen, so gibt eine leichte Rechnung 


mit chilli von (5) 


cos #, und dann weiter 


at C08 By 
cos —— == Cos — 2 cos ae sin a 2 sin =—— COS 
R : 7 R 


sin F008 i, sing? cos 5 cos 9, — cos a sing: 

Bezeichnet man die Seiten des geodatischen Dreiecks 
ABC mit a, b,c, die Winkel mit a, f, y, so erhalt man 
aus (5) und den beiden letzten Gleichungen die Grund- 
formeln der Trigonometrie auf den Flachen von 
konstantem KrimmungsmaB 


sMGN see eee : 
sin 5 sin 6=sin psn (Sinusformel), 


(10) 008 55 = C08 COS 5 |-sin - sin; cosy (Kosinusformel), 


sin — cos 6 = sin” cos ae —cos~ sin a cos 
R Ute) 5 i mae (0 se 
Da jede der Ecken ABC als Pol betrachtet werden 


kann, so kénnen hier noch a, b, ¢ und a, f, y entsprechend 
zyklisch vertauscht werden. 
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Der Unterschied fiir die drei Gattungen von Flachen 
von konstantem KrimmungsmaS ist nun folgender: 

1) Fir die Flachen von konstantem positivem 
KrimmungsmaB ist Rin (10) reell. Da auf der Kugel 
die Grofkreise geoditische Linien sind, so gelten die 
Formeln (10) auch fiir ein spharisches Dreieck. In der 
Tat sind die Formeln (10) fiir R—=1 identisch mit den 
Grundformeln der sphiarischen Trigonometrie. 

2) Fir die Flachen von konstantem negativem 
KrimmungsmaB ist R rein imaginar—7, wo r reell 
ist. Die Formeln (10) erhal tenin diesem Falle durch Hin- 
fiihren der Hyperbelfunktionen reelle Gestalt [vg]. § 8, (9)]. 

3) Fir die Flachen von konstantem Krim- 
mungsmaB8B Null (Ebene) gelten streng genommen die 
obigen Entwicklungen nicht, da Roo ist. Behandelt 
man indessen diesen Fall genau wie oben fur sich, so erhalt 
man Formeln, die aus (10) fiir R= co hervorgehen. Die 
Formeln (10) gelten somit fiir alle drei Falle. In der Tat 
erhalt man aus (10) fir lim Roo die Formeln der 
ebenen Trigonometrie. 

Satze tiber die Winkelsumme eines Dreiecks. 

Wie in der spharischen Trigonometrie, so leitet man 
aus (10) leicht die Formel 


cos a—=— cos f cosy + sin P sin y cos 
oder 
: : a 
(12) cos (7 — a) = cos f cos y — sin f sin 7 cos 


ab. Hieraus schlieBen wir: 
1) Fir die Ebene und die Flachen von kon- 
stantem Krimmungsma8 Null, fiir die R— ov ist, 


erhalt man 
cos (x — a) =cos (f+ 7). 


Aus dieser Gleichung und denanalogen, durch zyklische 
Vertauschung hieraus hervorgehenden Gleichungen folgt 


G=-P-py= a 
und daher der 
Satz 1. In der Ebene und auf den abwickel- 
baren Flachen ist die Winkelsumme in einem 
geodatischen Dreieck gleich zwei Rechten. 
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2) Fir die Kugel und fir die Flachen von kon- 
stantem positivem KrimmungsmaB, fiir die RF reell 


ist, erhalt man, da cos al ist; aus (12) 


cos (7 — a) > cos (6 +- 7) 


und hieraus, sowie aus den analogen Ungleichungen 


a+ P-y>n. 


Satz 2. Auf der Kugel und auf den Flachen 
von konstantem positivem Kriimmungsma8 ist 
die Winkelsumme in einem geodatischen Dreieck 
groBer als zwei Rechte. 

3) Fir die Pseudosphare und die Flachen von 
konstantem negativem KrimmungsmaB ist A rein 


imaginar —r7i und daher 008 > 1, wie sich aus der 
Reihenentwicklung ergibt. Man hat somit nach (12) 


cos (7 — a) < cos (8 +- 7) 
und die analogen Ungleichungen. Es folgt 


a+p+y<a 
und der 


Satz 3. Auf der Pseudosphare und auf den 
Flachen von konstantem negativem Krimmungs- 
ma ist die Winkelsumme in einem geodatischen 
Dreieck kleiner als zwei Rechte. 

Man vergleiche auch in Beziehung auf Satz 1—3 
II. § 16 SchluB. 


§ 12. Satze tiber Parallelen. 


Wir untersuchen noch das Verhalten geodiatischer 
Linien im Unendlichen oder die Frage der Parallelen. 
Zu diesem Zwecke denken wir uns auf einer Flache von 
konstantem KriimmungsmaB einen Punkt C (s. Fig. 4) 
und eine geoditische Linie J” und suchen die geodatischen 
Linien durch C, die J’ erst im Unendlichen schneiden 
(Parallelen zu I’). 

Sei B ein beliebiger Punkt von I’, CB—a und der 
spitze Winkel, den CB mit I'bildet, 8. Aus der dritten 
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Formel (10) von § 11 erhalt man durch zyklische Ver- 
tauschung 


sin z cos sin % cos ~ — cos © sin” B 
= a—=sin= = — cos — sin — cos f. 
R a ye’ & ert 


Bestimmt man nun eine Strecke c, die der Gleichung 


sin © cos ~ — cos % sin” cosi = 0 
=, Cc — — _ — 
R R meee ke 


oder 


tg 3 a= tg 70088 


geniigt, und tragt diese Strecke von B aus auf demjenigen 
Teil von J’, der Schenkel des spitzen Winkels # ist, ab 
bis A, so lehrt die erste Formel dieses Paragraphen, dai 


der Winkel BAC des Dreiecks ABC == ist. CA ist 


also das Lot von C auf I. Man leitet weiter wie in der 
spharischen Trigonometrie aus den Formeln (10) des § 11 
leicht fiir das bei A rechtwinklige Dreieck ABC die 


Beziehung 
¢€ 0 
(1) tg p= teysing, 


ab. 
Fir die Pseudosphare ist R—ri und nach (1) 


und § 8, (9) daher 
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LaBt man nun den Punkt B auf J immer weiter 
von A sich entfernen, so erhalt man schlieBlich fiir c= 
+oo aus der letzten Gleichung 

‘0 


(2) otg5 te’. 


Aus dieser Gleichung ergeben sich fiir y zwei Werte: 
y, und 221—¥,(——y,). Diejenigen beiden von C aus- 
gehenden geodatischen Linien, die mit CA den Winkel 
y, bzw. —y, bilden, schneiden daher die J" erst im Un- 
endlichen. Nennt man den Winkel y, den Parallelitats- 
winkel, so folgt der 

Satz 1. Durch einen Punkt C einer pseudo- 
spharischen Flache gibt’es zwei verschiedene 
geodatische Linien, die mit einer gegebenen geo- 
datischen Linie /’parallelsind. Der Parallelitats- 
winkel y, hingt nach (2) von dem senkrechten 
geodatischen Abstand 6 des Punktes C vonl'ab. 


Aus (2) folgt, daB y, sich um so mehr = nihert, je 


kleiner 0 ist, d. h. riickt C gegen A, so treten die beiden 
Parallelen mehr und mehr in eine zusammen. 

Analog beweist man den 

Satz2. Auf den abwickelbaren Flachen (Ebene) 
gibt es zu einer gegebenen geodatischen Linie 
durch einen gegebenen Punkt nur eine, auf den 
Flachen von konstantem positivem Krimmungs- 
maB (Kugel) keine Parallele. 


§ 13. Die Nicht-Euklidische Geometrie. 


Ist die Geometrie auf den Flachen von konstantem 
Krimmungsma schon an sich interessant, so wird dieses 
Interesse durch den schénen Zusammenhang dieser Geo- 
metrie mit der sog. Nicht-Euklidischen Geometrie 
in erheblichem Mae verstarkt. 

Die iiber viele Jahrhunderte sich erstreckenden mathe- 
matischen Untersuchungen’), die schlieBlich zur Nicht- 


1) Wegen des folgenden vgl. P. Stickel und Fr. Engel, ,,Die 
Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf Gau8B*. Leip- 
zig 1895, sowie den Artikel III A B 1. in der Encykl. der math. Wiss. 
(F. Enriques ,,Prinzipien der Geometric“). 
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Euklidischen Geometrie gefiihrt haben, kniipfen an das 
bertihmte fiinfte Postulat von Euklids Elementen an, 
das wir wegen seiner Wichtigkeit wortlich zitieren.*) 


Kai éay eis Ovo cbBetas cideia éumintovoa tas évtds ual 
> \ ‘ > A , , x > ~ > tA ~ > 
éml Ta avta wéon yowvias dvo debmy Edooovas noi, éxPadio- 
Lévag tas dvo sideias én’ dnegoy ovurnintey, éy’ G péon sioiy 
ai tHv Oto 600M edccores.* 
Oder in der Ubersetzung: 


wei Gerade einer Ebene, die mit einer dritten, 
und auf derselben Seite von dieser, Winkel bilden, deren 
Summe kleiner als zwei Rechte ist, treffen sich, hinreichend 
verlangert.‘ 


Dieses Postulat ist gleichwertig mit der Behauptung, 
da8 durch einen Punkt auBerhalb einer gegebenen Ge- 
raden nur eine Parallele zu dieser gezogen werden kann. 
Es besitzt im Gegensatz zu den tibrigen Postulaten, mit 
deren Hilfe Euklid sein System aufbaut, nicht denselben 
hohen Grad von Evidenz. Darum waren die Anstrengungen 
der bedeutendsten Mathematiker von Ptolemaus (87—165 
n. Chr.) bis zu GauB8 darauf gerichtet, das fiinfte Postulat 
mit Hilfe der iibrigen zu beweisen. Trotz der schdénen 
Resultate einzelner Mathematiker wie des Pater Girolamo 
Saccheri (1667—1733), eines Lam bert (1728—1777) oder 
Légendre (1752—1833) sind alle diese Versuche geschei- 
tert, so daB GauB (als erster) zu der Uberzeugung kam, 
da8 das Parallelenpostulat unbeweisbar sei. Von diesem 
Standpunkt aus lag es nahe, eine dem Parallelenpostulate 
entgegengesetzte Annahme zu machen und zu untersuchen, 
wie sich jetzt der Aufbau der Geometrie gestalten wiirde. 
Man wei® heute, daB Gauf8 von 1816 an die Grundlagen 
hierzu aufgestellt hat. Der erste Mathematiker aber, 
der 6ffentlich (1829) die Moglichkeit einer vom Parallelen- 
postulat unabhangigen Geometrie aussprach, war der 
Russe Nikolai Lobatschefskij.”) Fast um dieselbe Zeit 
(1832) und unabhangig von ihm verdffentlichte Johann 


1) Kritische Ausgabe von J. L Heiberg, 1, Leipzig 1883. 

2) Vgl. Fr. Engel, Nik. Iwan. Lobatschefskij, Zwei geometrische 
Abhandlungen, 1. Teil: Die Ubersetzung, 2. Teil: Anmerkungen, Lo- 
batschefkijs Leben und Schriften, Register, Leipzig 1898 und 1899. 


58 Die Flichen von konstantem Krimmungsma8. 


Bolyai seine Schrift,) die ahnliche Resultate enthielt. 
Das von Lobatschefskij-Bolyai erhaltene Lehrgebaude 
der Geometrie kann kurz dadurch charakterisiert werden, 
da8 durch einen Punkt der Ebene zwei Parallelen mit 
einer Geraden modglich sind und daB die Winkelsumme 
im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist. Fiir dieses wie 
auch fir das Euklidische System ist die Gerade eine 
offene Linie von unendlicher Linge. Man kann aber 
auch voraussetzen, daB die Gerade eine geschlossene 
Linie ist und eine endliche Lange besitzt. Diese Annahme 
fuhrt auf das System von B. Riemann.?) In der Geo- 
metrie von Riemann gibt es durch einen Punkt zu einer 
Geraden keine Parallele und die Winkelsumme des Drei- 
ecks ist groBer als zwei Rechte. Diese drei untereinander 
gleichberechtigten Systeme der Geometrie von Lobat- 
schefskij-Bolyai, Euklidund Riemann, die man nach 
F. Klein kurz als hyperbolisch, parabolisch oder 
elliptisch bezeichnen kann, faBt man unter dem Namen 
Nicht-Euklidische Geometrie (= imaginare, absolute, 
allgemeine Geometrie, Pangeometrie) zusammen. Da die 
Geometrie von Lobatschefskij-Bolyai fir die Vor- 
stellung erhebliche Schwierigkeiten bereitete, so fand sie 
zunachst wenig Beachtung: auf dies weist schon der 
Name ,,imagindre‘‘ Geometrie hin. Man hielt die an- 
schauliche Geometrie Euklids fiir die allein médgliche und 
giltige. Diese Sachlage anderte sich mit einem Schlage 
durch die sch6ne Entdeckung von E. Beltrami’) 
(1868), wonach die Lobatschefskijsche Geometrie eine 
sehr einfache und anschauliche Deutung durch die Geo- 
metrie auf den Flachen konstanten negativen Kriimmungs- 
makes erhielt. Damit hitten wir den Kontakt mit den 


1) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens usw. in 
W. Bolyais Tentamen 1, fiir sich neu hrsgeg. Leipzig 1903. Wegen 
der weiteren Literatur iiber die beiden Bolyai vgl. den oben zitierten 
Enzyklopadieartikel. 

2) B. Riemann, ,,Uber die Hypothesen, welche der Geometrie 
zu Grunde liegen.“« Gétt. Abh. 13, 1—20. 1868 oder Riem. Werke 
Seite 254. 

3) E. Beltrami, ,,Saggio di interpretazione della geometria 
non-euclidea. Giorn. di mat. 6, 285—315, 1868. — Interprétation de 
la géométrie non-euclidienne. Trad. par J. Hoiiel, Ann. Ec. Norm. 
6, 251—288. Paris 1868. 
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flachentheoretischen Entwicklungen der letzten Para- 
graphen gewonnen. 

In diesen haben wir die pseudosphiarische Geometrie 
so dargestellt, daB die Identitiét der Lobatschefskij- 
schen Geometrie mit der Geometrie auf den pseudo- 
spharischen Flichen fast unmittelbar evident ist: Man 
sehe irgend eine pseudosphiarische Fliche als Lobat- 
schefskijsche Ebene an und die geoditischen Linien 
der Flache als Reprasentanten der Geraden, so gelten 
in dieser — wir wollen sagen: ,,Scheinebene“ alle Pos- 
tulate Euklids, nur das Parallelenpostulat nicht. Wir 
miussen es uns freilich versagen, dies im Einzelnen nach- 
zuweisen. Der Leser moge z. B. die Hilbertschen') Axiome 
der Verknipfung, Anordnung und Kongruenz auf ihre 
Giltigkeit fiir die pseudosphirischen Flachen untersuchen. 
Mit der Beiziehung der im folgenden Paragraphen zu ent- 
wickelnden konformen Abbildung dirfte der Nachweis 
im EKinzelnen nicht schwierig sein. Jedenfalls stimmen die 
Formeln (10) des § 11 vollstandig mit den trigonometrischen 
Formeln, wie sie fiir das Dreieck in der hyperbolischen 
Geometrie gelten, tiberein. Auch hat sich ergeben, daB 
die Winkelsumme eines (geodatischen) Dreiecks auf den 
pseudosphiarischen Flachen wie in der Geometrie von 
Lobatschefskij kleiner als 180° ist, und da durch 
einen Punkt zu einer geoditischen Linie zwei Parallelen 
moglich sind. 

Die Beltramische Entdeckung ist historisch aus zwei 
Griinden von groBer Wichtigkeit geworden; einmal weil man 
jetzt fiir die hyperbolische Geometrie eine fast ebenso an- 
schauliche Deutung besaB wie bisher in der Euklidischen 
Ebene fiir die parabolische Geometrie, dann aber ganz 
besonders auch deshalb, weil jetzt aufs klarste erwiesen 
war, daB die hyperbolische Geometrie ebenso wenig wie 
die Euklidische Geometrie zu Widerspriichen fiihren kann. 
Denn etwaige Widerspriiche miiBten ja auch Widerspriche 
in der Geometrie der pseudosphirischen Flachen, also, da 
diese im Euklidischen Raum liegen, fiir die Euklidische 
Geometrie nach sich ziehen. Sehr rasch setzte sich nun- 


1) Vgl.D. Hilbert, ,,Grundlagen der Geometrie,“ 3. Aufl. Leipzig 
und Berlin, 1909. 
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mehr die Uberzeugung durch, da die hyperbolische, 
parabolische und elliptische Geometrie drei vollstandig 
gleichberechtigte Systeme darstellen. Wie die Geometrie 
von Lobatschefskij mit der Geometrie auf den Flachen kon- 
stanten negativen Krimmungsmafes identifiziert werden 
kann, so kann man die Riemannsche Geometrie mit der 
Geometrie auf den Flachen von konstantem positivem 
KriimmungsmaB, speziell mit der Kugelgeometrie in Zu- 
sammenhang bringen. Diese letztere Art der Veranschau- 
lichung der Riemannschen Geometrie begegnet aber einer 
kleinen Schwierigkeit, insofern als der Satz ,,Zwei Punkte 
bestimmen eine Gerade‘‘ dann eine Ausnahme erleidet, 
wenn die Punkte Gegenpunkte der Kugel sind. Man 
muB sich daher entweder entschlieBen, immer zwei Gegen- 
punkte zusammen als geometrisches Bild des Wortes 
,Punkt“ aufzufassen oder aber — und das kommt im 
Grunde auf dasselbe hinaus — man projiziere nach dem 
Vorgange von Klein die Kugelpunkte vom Zentrum aus 
und erhalt so ein Strahlenbiindel. Nennt man nun die 
Geraden des Biindels ,,Punkte’, die Biischel desselben 
,cerade“ und erklart man die ,,Entfernung zweier Punkte‘ 
durch den Winkel der zwei entsprechenden Geraden des 
Bindels, so erhalt man in der Geometrie des Biindels 
ein vollkommenes Spiegelbild der in der elliptischen Ebene 
geltenden Geometrie. Die Geometrie der abwickelbaren 
Flachen stimmt natiirlich mit der Euklidischen Geometrie 
tiberein, da ja diese Flachen in die Euklidische Ebene 
abgewickelt werden kénnen. 

Nachdem so fiir zweidimensionale Gebilde der 
parabolischen Geometrie (Beispiel: Ebene) die elliptische 
(Beispiel: Kugel) und die hyperbolische (Beispiel: Pseu- 
dosphare) als logisch gleichberechtigt an die Seite gestellt 
war, lag es nahe, analoge Uberlegungen fiir den drei- 
dimensionalen Raum anzustellen, also zu fragen, ob 
vielleicht auch im physischen Raum statt der seither 
allgemein angenommenen parabolischen (Euklidischen) 
Geometrie die elliptische oder hyperbolische gelte. Die lo- 
gische Moéglichkeit aller drei Systeme ist ja verbiirgt; 
welches nun im physischen Raum tatsichlich gilt, das 
ist eine fir die Gestaltung des Weltbildes ungemein 
wichtige und interessante Frage, die nur durch Erfahrung 
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entschieden werden kann. Man miiBte méglichst groBe 
Dreiecke nehmen und die Winkelsumme dieser untersuchen. 
Keines der bis jetzt gemessenen Dreiecke hat aber eine 
Winkelsumme ergeben, deren Abweichung von 180° nicht 
durch Beobachtungsfehler hatte erklart werden kénnen. 
Daraus darf nun aber nicht geschlossen werden, daB 
tatsachlich die Euklidische Geometrie im Erfahrungsraume 
gilt. Denn es ist klar, da8 bei sehr groBen Werten der 
Konstanten R in den Formeln (10) des § 11 eine Ab- 
weichung von 180° erst bei ziemlich grofen Dreiecken 
zu erwarten ist. Wenn also bei den tatsachlich ge- 
messenen Dreiecken sich bis jetzt keine Differenz ergeben 
hat, so bleibt es durchaus nicht ausgeschlossen, daB bei 
viel groBeren Dreiecken eine solche sich einstellen kénnte. 
Fiir den uns zuganglichen Teil des Raumes kann man 
jedenfalls sagen, daB bis jetzt das System von Euklid 
mit den Tatsachen in vollkommenem Einklang steht. 
Doch steht nichts im Wege, zur Berechnung eines ge- 
wohnlichen Raumdreiecks die Formeln (10) des § 11 zu 
nehmen, wobei dann fir # eine hinreichend groBe reelle 
oder rein imaginére Konstante zu nehmen ware. Ks ist 
nun sehr interessant zu sehen, wie bei der einen oder 
der anderen Annahme das ,,Weltbild“ sich gestalten wiirde. 
Bei positivem Kriimmungsma8B wiirde die Gerade (wie 
der GrofBkreis einer Kugel) eine geschlossene Linie bilden. 
Dies wiirde auch der Weg eines Lichtstrahls sein, und 
ein Beobachter miiBte, falls er selbst und die Sonne im 
Raume ruhen und das Licht keine Absorption im Raume 
erleiden wiirde, an der der Sonne gegentiberstehenden 
Stelle des Himmels ein ebenso groBes und ebenso helles 
Bild der Sonne sehen. Der Raum wire nicht mehr un- 
endlich groB und es hatten in demselben nur eine endliche 
Anzahl von Weltkérpern Platz. Es ware damit u. a. die 
Frage nach den Grenzen des Raumes auf eine analoge 
Weise erledigt, wie die Frage nach der Grenze der Erd- 
oberflache durch die Kugelgestalt derselben. Hs ist klar, 
daB unsere Anschauungen tiber das Weltbild fundamentale 
Anderungen erfahren miiBten.*) 

1) Wir verweisen in dieser Beziehung auf die interessante Ab- 


handlung von P. Harzer, ,,Die Sterne und der Raum‘, Antrittsrede 
gehalten am 5. Marz 1908. Jahresber. d. Deutsch. Math. Vrgg. Bd. 17. 
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§ 14. Konforme Abbildung der pseudospharischen 
Flachen auf die Halbebene. 


Den klarsten Einblick in,die Geometrie auf den 
pseudosphiarischen Flachen erhalt man durch eine gewisse 
konforme Abbildung dieser Flachen auf die Halbebene; 
es ist die Abbildung, die bei den funktionentheoretischen 
Untersuchungen von Klein und Poincaré eine groBe 
Rolle spielt. 

Wir gehen von der parabolischen Form des Linien- 
elements [vgl. § 10, (I)] der pseudospharischen Flachen 


2u 


(1) ds? —du?+e7 dv? 


aus. Dies ist zugleich das Linienelement der Pseudo- 
sphare [§ 9, (10)] und die Kurven ~=konst. sind ihre 
Parallelkreise. Die Differentialgleichung der Minimallinien 
der Flache lautet: 


u 


dut+ie du =0; 


und eine der unendlich vielen mdglichen konformen Ab- 
bildungen wird daher nach Rk. u. Fl. II. § 10 durch die 
Gleichungen 


(2) ‘ 


ee 

T=0) (ye? 

vermittelt. Das Linienelement der Fliche in den Para- 
metern x, y lautet 


2 
(3) dst", (dx* + dy), 


woraus in der Tat folgt, daB die Gleichungen (2) eine 
konforme Abbildung der Fliche auf die Ebene ver- 
mitteln. Setzen wir noch 


(4) a+iy=o, ~—iy=ao, 


S. 237 (1908). Weiter auf den bekannten Vortrag von Helmholtz, 
»,Uber den Ursprung und die Bedeutung der geometrischen Axiome“, 
Vortrige und Reden, 5. Aufl. Bd. 2. Braunschweig 1903, S. 28 und 
auf den Vortrag von K. Schwarzschild, ,,Uber das zulassige Kriim- 


mungsma des Raumes“, Vierteljahrschr. der Astr. Gesellsch., 35. J ahrg., 
Leipzig 1900. 
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so hat man fiir das Linienelement der Flache 
(5) ete ee ees aly lo) 


wo jetzt w und w, die Parameter der Minimallinien der 
Flache und der xy-Ebene sind. Aus den Abbildungs- 
formeln (2) schlieBen wir, daB den Parallelkreisen 
u = konst. der Pseudosphare die Parallelen zur x-Achse, 
den Meridianen die Parallelen zur y-Achse entsprechen. 
Da weiter y stets positiv ist, so ist die Flache auf die Halfte 
der xy-Ebene konform abgebildet, fiir welche y positiv ist; 
diese sei der Kiirze halber als die positive Halbebene be- 
zeichnet; y wird nur dann = 0, wenn u= ooist, was nach 
§ 9, (7) und (9) (dort U = oo) den unendlich fernen Punkten 
der Pseudosphare entspricht. Die x-Achse ist also das 
Bild der unendlich fernen Punkte der Fliche, 
Wir wollen sie daher die Grenzgerade nennen. 
Welches ist nun das Bild der geodatischen Linien? 
Durch Elimination von # aus den Gleichungen (3) und (4) 
2u 


des § 11 erhalt man, da hier Ge’ ist, fiir die geoda- 
tischen Linien die Differentialgleichung 


oder integriert 


oder nach (2) 2 
(6) cody cag eka de 


wo a und 0 willkiirliche Konstanten bedeuten. Das Bild 
der geodatischen Linien der Flache sind daher 
Halbkreise, welche ihren Mittelpunkt in der Grenz- 
geraden (%-Achse) haben. Da nun durch zwei beliebige 
Punkte der Halbebene stets ein und nur ein solcher Halb- 
kreis geht, so folgt, daB zwei beliebige Punkte einer 
Flache von konstantem negativem Kriimmungs- 
ma8 stets durch eine und nur durch eine geoda- 
tische Linie verbunden werden konnen. 
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Fiir den Bogen s einer geodatischen Linie erhalt man 
nach § 11, (6) 


s—=rlg 4+Verme — a lig 
oder nach (2) 


Rechnet man den Bogen s von dem Punkt aus, der 
sich in den héchsten Punkt des Bildkreises in der xy- 


Ebene [y= “nach (6)] abbildet, so hat man - 


(7) s= rie} +> 1V5—«} 


In der Tat wird s=0 fiir y= Auf dem Bild- 


kreis der geodatischen Linie betrachten wir nun folgende 
vier Punkte: einmal die ,,unendlich fernen Punkte“ U, 
und U,, d.h. die Schnittpunkte des Kreises mit der Grenz- 
geraden, dann die Bilder P, und P, der Endpunkte des 
geodatischen Bogens s, von denen P, der héchste Punkt 
des Kreises sein mége. Projiziert man diese vier Punkte 
von einem beliebigen Punkt der Kreisperipherie (z. B. 
U,) aus durch vier Strahlen, so bilden diese ein gewisses 
Doppelverhaltnis, von dem man leicht zeigt, daB sein 
Wert gerade durch den Klammerausdruck unter dem 
Logarithmus in (7) dargestellt ist. Daraus folgt allgemein: 
Die geodatische Entfernung zweier Punkte der 
pseudospharischen Flache erhalt man, wenn der 
Logarithmus des Doppelverhaltnisses,das die Bild- 
punkte der zwei Punkte mit den beiden Schnitt- 
punkten des Bildkreises und der Grenzgeraden 
bestimmen, mit r multipliziert wird. 

Nennt man nun die Halbkreise der euklidischen Halb- 
ebene, die die Grenzgerade senkrecht schneiden, und also 
Bilder der geoditischen Linien der pseudosphirischen 
Flache sind, ,,Scheingerade‘‘, die Schnittpunkte mit der 
Grenzgeraden ihre unendlich fernen Punkte und versteht 
man unter der Entfernung zweier Punkte den rfachen 
Logarithmus des oben genannten Doppelverhaltnisses, so 
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hat man jetzt in der euklidischen Ebene nach den Er- 
orterungen des § 13 ein getreues Abbild der hyperbolischen 
Geometrie. Es ware z. B. gar nicht schwer die Formeln 
(10) des § 11 fiir ein von Scheingeraden begrenztes Drei- 
eck abzuleiten. 

Zwei Scheingerade’) schneiden sich entweder gar 
nicht oder sie sind ,,parallel‘‘ — die Bildkreise beriihren 
sich — oder sie schneiden sich in einem einzigen im 
Endlichen gelegenen Punkte. Da ferner durch einen be- 
liebigen Punkt zwei Kreise gelegt werden kénnen, welche 
ihre Mittelpunkte auf der Grenzgeraden haben und einen 
beliebigen Bildkreis beriihren, so sieht man, da’ durch 
einen beliebigen Punkt zu einer Scheingeraden 
zwei Parallelen gezogen werden kénnen. 

Welches ist nun das Bild der Kurven konstanter geo- 
datischer Kriimmung der pseudospharischen Flachen? Um 
diese Frage zu beantworten, ziehen wir alle Bildkreise, die 
durch einen beliebigen Punkt der positiven Halbebene hin- 
durchgehen ; dieselben gehen auch durch das Spiegelbild des 
Punktes beziiglich der Grenzgeraden und bilden ein Kreis- 
biischel, dessen Kreise Bilder von geodatischen Jinien 
durch einen Punkt der pseudospharischen Flache sind. 
Nach § 10 sind die Orthogonaltrajektorien dieser geoda- 
tische Kreise; wegen der konformen Abbildung sind da- 
her die Orthogonaltrajektorien des Kreisbiischels die Bilder 
jener geoditischen Kreise. Diese Orthogonaltrajektorien 
sind aber selbst wieder Kreise und diese sind daher die 
Bilder von geodatischen Kreisen, deren geodatische Kriim- 


mung nach § 10, Satz 4, = ist. Da’ auch in den 
iibrigen Fallen, wenn also die geodatische Krimmung 
' Liye 
des geodatischen Kreises gleich oder kleiner als Fi ist, 
das Bild desselben stets ein Kreis ist, erkennt man da- 
durch, daB man fir die Kurve I’ 
CaO (sO) — e- 
mit Hilfe der Formel (53) von Il. § 19 die geodatische 


1) Wir empfehlen dem Leser, die einfachen Zeichnungen fiir das 


Folgende sich selbst anzufertigen. 
5 


Kommerell, Spezielle Flachen. 
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Kriimmung = in Bezug auf das Linienelement (3) bildet. 
if 


Eine leichte Rechnung gibt die Formel 


P ooh? 
(8) =F5 


Nara 
welche zeigt, daB in der Tat = einen konstanten Wert 


besitzt. Wir unterscheiden nun wieder wie in § 10 drei Falle: 
Ts b >on oder = > = Es liegt dann das Bild. des 
Y 


geodatischen Kreises ganz im Innern der positiven Halb- 
ebene (d. h. des Teils der xy-Ebene, fiir welchen y >0 
ist), wir wollen dieses Bild der Kiirze halber selbst 
wieder einen geodatischen Kreis nennen. Die Kreise nun, 
welche diesen letzteren und die Grenzgerade orthogonal 
schneiden, sind Bilder von denjenigen geodatischen Linien 
der Flache, welche den geodatischen Kreis der Flache 
senkrecht schneiden. Diese Kreisschar bildet ein Biischel 
von Kreisen, welche alle durch zwei Punkte der (ganzen) 
xzy-Ebene hindurch gehen. Der in der positiven Halbebene 
gelegene Punkt ist das Bild des Mittelpunktes des geo- 
ditischen Kreises auf der Flache. Die zu dem Kreis- 
biischel orthogonalen Kreise, soweit sie in der positi- 
ven Halbebene liegen, sind die Bilder der geoditischen 
Parallelen zu dem geodatischen Kreis und haben nach 


(8) alle eine geodiatische Krimmung > zs Es ist dies 


also genau der in § 10 als ,,elliptisch‘‘ bezeichnete 
Fall (s. auch oben). 


II. be oder —— Der geodatische Kreis in 

: 
der xy-Ebene beriihrt die Grenzgerade in einem Punkt P. 
Die orthogonalen geodiatischen Linien haben zu Bildern 
die Schar von Kreisen, die alle durch P gehen und dort 
eine zur y-Achse parallele gemeinsame Tangente besitzen. 
Die geodatischen Linien der Flache gehen daher alle durch 
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einen unendlich fernen Punkt. Die zu der genannten Kreis- 
schar orthogonale besteht aus’ den Kreisen, welche die 
Grenzgerade in P berihren, es sind die Bilder der geo- 
datischen Parallelen zu dem geodatischen Kreis. Wie 
man sieht, sind dies Bilder von Grenzkreisen der Flache, 
und der Punkt P ist das Bild des unendlich fernen Mittel- 
punkts all dieser Grenzkreise. Dies ist der parabolische 
Fall des § 10. 


1 
Ill. 6< 0 oder — = . . Der geodatische Kreis schnei- 
‘ 


det die Grenzgerade in zwei Punkten P und Q. Die 
Kreise der xy-Ebene, welche ersteren und die Grenzgerade 
senkrecht schneiden, haben in diesem Falle keine reellen 
Punkte gemein; es sind diese Kreise die Bilder der zum 
geodatischen Kreis auf der Flache orthogonalen geo- 
datischen Linien im hyperbolischen Falle des § 10. Die 
Bilder der geoditischen Parallelen bestehen aus der Schar 
von Kreisen, welche durch P und @ gehen. Die geodatische 


: oes 1 
Kriimmung dieser geodatischen Kreise ist stets oak Unter 


diesen befindet sich auch eine geodatische Linie (vielmehr 
das Bild einer solchen), namlich der Halbkreis tiber PQ. 
Die Schar von geodatischen Kreisen kann daher auch auf- 
gefaBt werden als die geodatischen Parallelen zu einer 
geodatischen Linie (vgl. § 10). 

Man kann nun die Abbildung, die Beltrami in seiner 
bertihmten Arbeit (vgl.§ 13) benutzt hat, aus der in 
diesem Paragraphen angegebenen in folgender Weise ab- 
leiten. Man beschreibe um einen beliebigen Punkt (Ur- 
sprung) der Grenzgeraden eine Kugel, deren Radius der 
Kinfachheit halber —1 sein modge, und projiziere die 
axy-Ebene vom obersten Punkt der Kugel stereographisch 
(vgl. Rk. u. Fl. I1.§ 11) auf die Kugeloberflache. Die Grenz- 
gerade geht dabei in einen gréBten Kreis K uber und die die 
Grenzgerade senkrecht schneidenden Kreise projizieren 
sich auf die Kugel als Kreise k, deren Ebenen auf der 
Ebene des Kreises K senkrecht stehen. Die pseudo- 
spharische Flache ist jetzt auf die Kugel konform abge- 
bildet und den geodatischen Linien der Flache entsprechen 
die Kreise &. Nunmehr projiziere man die Punkte der 

5* 
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Kugeloberfliche orthogonal auf die Ebene des Kreises 
K (xz-Ebene); die Bilder der Kugelpunkte fallen alle 
ins Innere baw. auf den Rand des Kreises K und die 
Projektionen der Kreise k gehen in Gerade tiber. Die 
pseudosphiarische Flache ist jetzt aufs Innere des 
Kreises K (aber nicht mehr konform) abgebildet 
und die geodatischen Linien haben zu Bildern ge- 
rade Linien; der Kreis K ist das Bild der un- 
endlich fernen Punkte der Fliche. Das ist die be- 
rihmte Beltramische Abbildung (vgl. hierzu II. § 22, 
Aufg, 31). ; 


4. Regelfliichen. 


§ 15. Das Linienelement der Regeiflachen. 
Allgemeine Eigenschaften. 


Erklarung. Hine Regelflache oder Linienflache 
entsteht durch eine stetige Folge von einfach un- 
endlich vielen Geraden; 

Us diese heiBen die Erzeu- 
genden der Regelflache. 

Je nachdem zwei konse- 

kutive Erzeugende stets 

sich schneiden oder 

Ph (xyz) nicht, nennt man die 
Regelflache abwickel- 
bar (s.'! Rk. u. Fl. Ip §10) 
oder windschief (vgl. das 
einmantlige Hyperboloid). 
Zur analytischen Dar- 
stellung einer Regelflache 
ziehe man auf dieser eine 
OW y,,2,) beliebige Kurve C (Direk- 
trix), die samtliche Erzeu- 

gende treffen médge (s. 

Fig. 5). Ist P (a, y, z) ein 

Punkt der Regelflache, des- 

sen Erzeugende die Direk- 

trix im Punkt Q (2,, y,, 2,) 

Fig. 5. unter einem Winkel # trifft 
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und sind 2,, y,, 2, gegebene Funktionen des Bogens v der 
Direktrix und ebenso die Richtungskosinus 1, m, n von QP, 
so hat man, wenn noch QP= uw gesetzt wird, als Glei- 
chungen der allgemeinsten Regelflache 


(1) a—=a2,tlu, y=y,+mu, z=—2,-+nu; 
denn andert sich hier w allein, so durchlauft der Punkt 
(x, y, 2) die Erzeugende QP; andern sich dagegen uw und v 
zugleich, so durchlauft der Punkt (a, y, z) der Reihe nach 
alle Erzeugenden. Die Kurven v—konst. sind also die 
Erzeugenden; die Kurve w= 0 ist die Direktrix; jede 
Kurve «= c schneidet auf den Erzeugenden iiberall das- 
selbe Stiick c (von der Direktrix aus gemessen) ab. Da 
die Erzeugenden geodatische Linien der Regelflache sind, 
so sieht man, daB zwei beliebige orthogonale Trajek- 
torien der Erzeugenden (geodatische Parallelen) (II. § 15, 
Satz 2.) auf allen diesen gleiche Strecken abschneiden. 
Um zunachst den Ausdruck fiir das Linienelement 
der Flache ds? =d2?-dy’-+-dz zu bilden, bezeichnen 
wir durch Striche tber den GrdBen ihre Ableitungen 
nach v und setzen zur Abkirzung 


2 +m’? + n= A, 
(2) Vai + m'y’) + n'a = B, 
lx’ + my! --nzi = cosd. 


Dabei sind A, B, cos 3 reine Funktionen von v; auBer- 
dem ist, da J, m, n Richtungskosinus sind und v den 
Bogen der Direktrix bedeutet, 


(3) ?+ m+ n? —1, 
eet y?t+ a=. 
Aus (1) erhalt man nunmehr fiir das Linienelement 
der Regelflache nach II. § 1, (9) und (10). 
(4) ds*=du?+ 2cosddudv- (Au? + 2Bu- 1) dv’. 
Fiihrt man hier fiir u durch die Gleichung 
u=u, — fcosddv 


den neuen Parameter w, ein, so verschwindet der Koeffizient 
von du, dv, d.h die Kurven u,—konst. sind die Ortho- 
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gonaltrajektorien der Erzeugenden v—konst. Man hat 
daher den 

Satz. Die Orthogonaltrajektorien der Erzeu- 
genden jeder Regelflache ergeben sich durch eine 
Quadratur. 

Nimmt man eine dieser Orthogonaltrajektorien zur 


Direktrix, so ist fiir diesen Fall b=: 


Zieht man durch einen beliebigen Raumpunkt die 
Parallelen zu den Flachenerzeugenden, so erhalt man einen 
Kegel, den sogenannten Leit- oder Richt-Kegel. Aus 
einer um jenen Punkt als Mittelpunkt mit dem Radius 
-=1 geschlagenen Kugel wird von dem Leitkegel die 
 Spharische Indikatrix® ausgeschnitten. Wird als die 
Spitze des Leitkegels der Ursprung genommen, so sind 
i, m, nm die Koordinaten der spharischen Indikatrix. 

Von Wichtigkeit sind noch folgende GréBen: der 
Winkel dq, den zwei konsekutive Erzeugende v und 
v--dv miteinander bilden, ihr Minimalabstand de 
und der Wert von wim FuBpunkt von do auf der 
Erzeugenden v, 

Fiir dq erhalt man nach (2) und I. Einleitung (9) 
(5) dg* = dl? -+-dm? + dn? = Adv’; 
dq ist auch das Bogenelement der spharischen Indikatrix. 
Um die Werte fiir die beiden andern GréBen zu finden, 
lassen wir in (4) v und dv konstant und bestimmen w und 
du so, daB ds ein Minimum wird. Man differenziere daher 
die rechte Seite von (4) einmal partiell nach u, dann 
nach du und setze die jedesmaligen Werte gleich Null. 
Man erhalt so B 


A° 
Dabei ist vorausgesetzt, da A nicht gleich Null ist. In 
diesem Falle wire nach (2) 1—=c,, m=c,, n=C,, wo 
Cy; Cy, Cs drei Konstante bedeuten; d.h. die Regelflache 
ist dann ein Zylinder. Fiir das Folgende schlieBen wir 
diesen trivialen Fall aus. 

Ks ist also der FuBpunkt des Minimalabstandes 
auf der Erzeugenden v, der sogenannte Zentralpunkt 
gegeben durch 


du—=—cos?dv, u=— 
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B 
6 =—_ =~ ——_ 
(6) u i 
Die Ebene durch die Erzeugende und den Minimal- 
abstand im Zentralpunkt nennt man die Zentral- 
ebene; sie ist die Tangentialebene an die Regelflache 
im Zentralpunkt. : 


Setzt man endlich in (4) 


du—=—cos’dv, esiatee 


A 
so folgt fiir den Minimalabstand do selbst 
Seon Guan gD 
(7) joy od dv. 


Der Ort der Zentralpunkte der Erzeugenden bildet 
auf der Flache eine gewisse Kurve, die sogenannte Strik- 
tionslinie (vgl. hierzu die allgemeine Definition der 
Striktionslinie eines Kurvensystems in II. § 20); ihre 
Gleichung ist durch (6) gegeben. Ist B= 0, so ist die 
Direktrix selbst die Striktionslinie. 

Fir abwickelbare Flachen ist do—0O, dieselben 
sind daher durch die Gleichung 


A sin? ¢— B? — 0 


definiert; die Striktionslinie fallt in diesem Falle mit der 
Rickkehrkante zusammen. 

Bemerkung. Man beachte, daB die Striktionslinie 
einer Regelflache im allgemeinen keine Orthogonaltrajek- 
torie der Erzeugenden ist; auch ist do nicht das Linien- 
element der Striktionslinie, wie sich schon im allge- 
meinen Falle in II. § 20 ergeben hat. Um dies auch 
hier noch einmal einzusehen, konstruiere man drei konse- 
kutive Erzeugende e,, e,, e, der Fliche. Ist P, auf e, 
der FuBpunkt des kirzesten Abstands zwischen e, und e, 
und ebenso P, auf e, der FuBpunkt des kiirzesten Ab- 
stands zwischen e, und e,, so ist P, im Allgemeinen von 
P, verschieden. Um die Striktionslinie zu erhalten, hatte 
man auf jeder Erzeugenden den P, auf e, entsprechenden 
Punkt zu konstruieren und alle diese Punkte zu verbinden. 
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Man sieht so ein, daB die Linienelemente der Striktions- 
linie im Allgemeinen auf den Erzeugenden nicht senk- 
recht stehen. Wenn aber P, mit P, auf e, und ebenso 
die entsprechenden Punkte auf den tibrigen Erzeugenden 
immer zusammenfallen, dann ist die Striktionslinie 
Orthogonaltrajektorie der.Erzeugenden. Ist in diesem 
Falle die Striktionslinie keine Gerade, so steht jede Er- 
zeugende auf zwei konsekutiven Linienelementen, d. h. 
auf der Schmiegungsebene der Striktionslinie senkrecht. 
Die Erzeugenden sind daher die Binormalen einer Raum- 
kurve und diese ist Striktionslinie der Regelflache. Ist 
endlich die Striktionslinie eine Gerade, so ist diese nur 
dann eine Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden, wenn 
diese die Gerade senkrecht schneiden. Also nur in den 
genannten beiden Fallen ist die Striktionslinie zugleich 
Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden. Wie man sieht 
ist in beiden Fallen die Striktionslinie geodatische Linie 
der Flache (vgl. II. § 20). 


$16. Deformation der Regelflachen. 


Wir nehmen nun an, daf in dem Ausdruck § 15, (4) 
fiir das Linienelement einer Regelfliche die Funktionen 
A, B, 3, bekannte Funktionen von v seien, und stellen 
uns die Aufgabe, samtliche Regelflaichen zu finden, denen 
dieses Linienelement zukommt. Die Lésung ist ziemlich 
einfach. Da namlich A, B, cos & drei gegebene Funk- 
tionen von v sind, so sind aus den 5 Gleichungen § 15, 
(2) und (3) die GroBen 1, m,n; 2, y,, 2, als Funktionen 
von v zu bestimmen. Da eine von diesen willkiirlich 
bleibt, so folgt der 

Satz 1. Es gibt unendlich viele Regelflachen, 
die dasselbe Linienelement haben, oder jede Regel- 
flache ist stetig deformierbar, wobei sie stets 
Regelflache bleibt. 

Um nun alle diese zu demselben Linienelement ds 
gehorigen Regelflachen explizit zu erhalten, bestimmen 
wir zundchst drei Funktionen 1, m, n von v, die den 
Gleichungen 
a) ? 1 m? + n? —1, 

[? 1 m!? +. n/2? — A 
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genugen. Der ersten dieser Gleichungen wird geniigt, 
wenn man 


(2) l—singcosy, m=—singsiny, n=—cosp 


setzt, wobei » und yw zunachst noch willkirliche Funk- 
tionen von v sind. Aus der zweiten Gleichung (1) folgt 


nun g”?-- wy” sin? =A oder 


vA—¢" , 


sin @ 


(3) p= 


Die Funktion g von v bleibt willkiirlich; aus (3) er- 
gibt sich wy und aus (2) 1, m, n. Da @ eine beliebige 
Funktion von v ist, so folgt, da der Richtkegel der 
Regelflache willkirlich angenommen werden kann. Ist 
dieser angenommen, sind also J, m, n bestimmte Funk- 
tionen yon v, so erhalt man die Koordinaten 2,, y,, z 
der Direktrix aus den Gleichungen 


lay + myj + nzi—=cos?#, 
(4) Vai + m'yji + n'2i = B, 
vy? + yj? + 2? =. 


Die Auflosung dieses Systems geschieht am einfach- 
sten, wenn wir zuerst die HilfsgroBe 


l iif Xt 
(5) H=\m mm’ yi 
ln n’ 24 


berechnen. 
Durch Quadrieren dieser Gleichung folgt wegen (1) 
und (4) fir H 


(6) H? = Asin’ } — B? 


und zwar ist H wegen § 15, (7) fur eine nicht abwickel- 
bare Flache von Null verschieden. Man erhalt nun 1, 
Yi z; aus drei linearen Gleichungen, namlich den) zwei 
ersten von (4) und aus (5). 
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Ks folgt so 


(a B 7? H r , 
xi —leos 3-7 | rq (mn nm’) , 
t 
(7) yi = moos +7 m+ (nl In), 


z§ = nos +9 nf! +4 (Im! —ml) 


und hieraus durch Quadraturen z,, y,, 2,. Da nunmehr 
die sechs Funktionen 1, m, n, %,, y,, 2, von v bestimmt 
sind, so geben die Gleichungen §15, (1) die Flachen- 
gleichungen. H ist nach (6) mit doppelten Vorzeichen 
behaftet, man erhalt daher bei gegebenem Leitkegel zwei 
verschiedene Flachen. Wir haben so den 

Satz 2. Jede Regelflache kann so verbogen 
werden, da8B ihr Leitkegel eine willkiirliche Ge- 
stalt erhalt, und zwar aufzweiverschiedeneArten. 

Wir behandeln noch die Frage: 

LaBt sich eine Regelflache so deformieren, 
daB eine Kurve auf ihr eine Gerade wird? 

Nimmt man an, die Direktrix sei die Kurve und es sei 
moglich, die Flache so zu verbiegen, daB die Direktrix zur 
' g-Achse wird, so hat man, da ja v den Bogen der Direk- 
trix bedeutet, fiir die verbogene Direktrix die Gleichungen 


(8) C= 0; 05) ee 


Da ferner # der Winkel ist, den die Erzeugende im 
Punkte v mit der Direktrix macht, so setzen wir nach (2) 
(9) l—sin?dcosy, m=sindsiny, n—cos?. 

Die Gleichungen (8), (9) und § 15, (1) definieren eine 
Regelflache mit der z-Achse als Direktrix. Damit diese 
Flache auf die gegebene abwickelbar sei, bestimmen wir 
in (9) y als Funktion von v so, da die beiden Regel- 
flachen dasselbe Linienelement haben. Die sechs Funk- 
tionen in (8) und (9) miissen daher den Gleichungen 
§ 15, (2) und (3) geniigen. Die letzte Gleichung (2) und 
die Gleichungen (3) in § 15 sind von selbst erfiillt. Aus 
der zweiten Gleichung § 15, (2) folgt 

_ deosd 


(10) Ba oee. 
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Die beiden gegebenen Funktionen B und #% miissen 
daher, falls die Verbiegung méglich sein soll, der Glei- 
chung (10) geniigen. Aus der ersten Gleichung § 15, (2) 
endlich folgt [vgl. (3)] 


(11) y= |———.—_dv, 


wodurch yw als Funktion von v bestimmt ist. Die Glei- 
chungen der verbogenen Flache lauten nunmehr 


(12) x—usindcosy, y=usindsiny, z—=v+tucost, 


wo yw als Funktion von v aus (11) zu entnehmen ist. 
Ist daher die Bedingung (10) erfillt, so ist die 
Verbiegung stets médglich. Die geometrische Bedeu- 
tung dieser Bedingung ergibt sich leicht wie folgt. Man 
differenziere die dritte Gleichung § 15, (2) und beachte (10), 
so folgt 
(13) lay’ + my + nz’ =0, 
wo jetzt x,, y,, z, die Koordinaten der nicht verbogenen 
Direktrix sein mégen. Da nun nach Rk. u. Fl. I. § 4, (5) 
xi’, yy, 2 mit den Richtungskosinus der Hauptnormalen 
der Direktrix proportional sind, so drickt (13) aus, daB 
diese Hauptnormale senkrecht auf der Erzeugenden und 
damit senkrecht auf der Flache steht. Die nicht ver- 
bogene Direktrix muB also nach I. § 25, S. 133 geo- 
daitische Linie der Flache sein, was auch geometrisch 
vorauszusehen war. 


5. Dreifach orthogonale F'lachensysteme. 


§ 17. Definition der dreifach orthogonalen Flachen- 
systeme. 


Fiir viele Untersuchungen in der Mathematik ist es 
niitzlich, die Lage eines Raumpunktes statt durch die ge- 
wohnlichen Cartesischen Koordinaten dadurch zu _be- 
stimmen, da8 man den Punkt als Schnittpunkt von drei 
Flachen betrachtet. Darauf beruht z. B. die Lage- 
bestimmung eines Punktes P auf einer Kugel durch geo- 
graphische Breite und Lange und seine Entfernung vom 
Ursprung des Koordinatensystems; denn alle Punkte mit 


76 Dreifach orthogonale Flachensysteme. - 


gleicher geographischer Breite liegen auf einem Kegel, 
alle Punkte mit gleicher geographischer Lange auf einer 
Ebene und alle Punkte, die gleich weit vom Ursprung 
entfernt sind, auf einer Kugel; der’ Punkt P erscheint so 
als Schnittpunkt eines Kegels, einer Ebene und einer Kugel. 
Diese Flachen stehen gegenseitig aufeinander senkrecht. 
Konstruiert man nun fir alle Raumpunkte den Kegel, 
die Ebene und die Kugel, so erhalt man drei einfach un- 
endliche Flachenscharen, wobei sich stets zwei Flachen 
rechtwinklig schneiden. Ein solches System von Flachen 
nennt man ein dreifach orthogonales Flachensystem. 
In Rk. u. FI. I. § 23, 8. 127 hat sich ergeben, daf die kon- 
fokalen Flachen zweiter Ordnung ebenfalls ein dreifach 
orthogonales Flachensystem bilden. 

Analytisch sind drei Scharen von Flachen dadurch 
definiert, da man die rechtwinkligen Koordinaten 2, y, z 
eines Raumpunktes als Funktionen von drei Parametern 
u, v, w ausdriickt in der Form 


t—=[ (u,v, w), 


(1) Y= (u,v, w), 
21) (th, 0, W) 


Denn ist in (1) wkonstant und 4ndern sich uw, v, so 
stellt (1) eine bestimmte Flache dar. LaBt man w sich 
andern, so erhalt man eine ganze Schar von Flachen. Das 
Entsprechende gilt von den Parametern u,v. Die Glei- 
chungen (1) stellen daher drei Scharen von Flachen 
dar. Gibt man in (1) zwei Parametern, etwa uw und w, 
konstante Werte, z. B. u,, wo, so stellt (1) eine Raum- 
kurve dar — die Schnittlinie der beiden Flachen u = w,, 
W= Ws. 

Beispiel. Bedeutet wu die geographische Breite, v die 
geographische Lange, w den Abstand eines Raumpunktes 
vom Ursprung, so ist 


(2) «—weosucosv, y=weosusinv, z—wsinuw. 


Die Flachen w—konst. sind die Kegel, die Flachen 
v= konst. die Ebenen, die Flachen w= konst. die Kugeln. 
Welches ist nun die Bedingung dafiir, da8 die Flachen 
des Systems (1) ein dreifach orthogonales System 
bilden? Die drei durch den Punkt (w, v, w) gehenden 
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Flachen schneiden sich in drei Raumkurven, die durch 
diesen Punkt hindurchgehen. Diese miissen aufeinander 
senkrecht stehen. Von den drei Raumkurven ist aber die 
erste definiert durch w= konst., v—konst., die zweite 
durch v = konst., w= konst., die dritte durch w= konst., 
u — konst. und die Richtungskosinus der Tangenten dieser 
drei Kurven im Punkte (uw, v, w) sind nach I. § 2, (5) 
proportional mit 
Ox Oy 02 : 2 
scp bezw. mit ae Gai bezw. mit anh oR? Ob. 
Die Bedingung dafiir, daB diese drei Tangenten auf- 
einander senkrecht stehen, ist also, daB fiir alle Werte 
von U, v, w 


Ox Ox Ox Ox Ox OX 
3 —_ == Se ee = 
(3) a av % ev Ow ; Ow ou 


ist, wo in den Summen hier und spa&ter immer nur das 
auf x beziigliche Glied angegeben ist. 

Satz. Die Gleichungen (3) sind die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die 
Gleichungen (1) ein dreifach orthogonales Flachen- 
system darstellen. 


§ 18. Die Fundamentalgréfen eines dreifach orthogonalen 
Flachensystems. Gleichungen von Lamé. 


Lamé’) hat fiir ein dreifach orthogonales System 
wichtige Gleichungen aufgestellt. Wir erhalten diese auf 
die einfachste Art, wenn wir die sechs FundamentalgroBen 
E, F,G, D, D’, D” fir die einzelnen Flaichen des Systems 
berechnen. Die GauB-Mainardischen Gleichungen [Rk. 
u. Fl. II. § 17, (1)—(3)] geben dann sofort die Lamé- 
schen Gleichungen. 

Wir bezeichnen im folgenden alle auf die Flachen 
u = konst. beziiglichen GréBen mit dem Index u und ent- 
sprechend fiir » und w. Es wird sich zeigen, daB samt- 
liche Fundamentalgr6éB8en sich durch folgende drei Groen 
und ihre Differentialquotienten ausdriicken lassen: 


1) Lamé, Lecons sur les coordonnées curvilignes. Paris 1859. 
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0 w= SZ), = S(G), w=- SF): 


Das Linienelement zwischen den zwei Punkten 
(u, v, w) und (u+du, v-+dv, w+ dw) ergibt sich nun 


durch 
2 
oe ow) 
OW 


0x Ox 
ase ee is 
ds = Si (Fdu +S do+ 
oder wegen (1) und § 17, (8) in der Form 
(2) ds? = Hidu?-+ Hydv? + Hy dw*. 


Aus (2) erhalt man nun fir die Fundamentalgré8en 
EL, F.,, G, der Flache u—konst. beziiglich H;, 0, H; 


und 4,—VE,G,— F2=H,H,. Wir haben daher 


E,=4,, F,=0, CH, A, = H, H,, 
(3) #,—H;, F,=0, G,=—M, 4,—H,H,, 
E,—H,, F,=—0, G,=—H;, 4,—H, H,. 
Zur Ableitung der FundamentalgréBen zweiter Ord- 
nung stellen wir zuvor gewisse Relationen auf. Diffe- 


renziert man § 17, (3) der Reihe nach partiell nach w, 
u, v, so folgt 

0x Px | yee Ox S27 

udvow | — dviudw : 


Ox Oa Ox Oa 
SATED Sn pada Ge 


yr ou Oa % Ox O72 
</A@wdudev | — dudwov 


Zieht man von der halben Summe dieser Gleichungen 
jede einzelne ab, so ergibt sich 


du dvow : dvoweu ° —adweudv 


OU Oru On Oa Ox O°@ 
(4) >) : Dy: 


Differenziert man weiter die zweite und dritte Glei- 
chung von (1) nach w, so folgt mit Beachtung von § 17, (3) 
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ex 05a 0x oa 0H, 
Re Be bude oak 
(5) dn ea 


Ox OP 2 off, 
aE ee een caine on tet ou 


Fir die Richtungskosinus a,, b,,¢, ei ie 


ur? -u? 


normalen der Flache u=—konst. hat. man a,:b, 


pire. Cy 02 und analog fiir die Flachen ee 
Ou Ou OU 
w = konst. 
Aus (1) folgt nun 
1 ox 1 ay 1 oz 
jis Cth OG yee ne 
a, Hes u H, ou Cu H, du 
1 om 1 oy 1 02 
Pee scteronreay Fa Er, 96) ~ BF" 
1 da 1 Gy 1 62 


a yj = : 
*~ Haw ° Hyiw “” H,dw 


Beachtet man nun, da8 fiir die Flache u—konst. 
» und w die Parameter sind, so erhalt man nach I. 
§ 2, (18) und (4)—(5) fir die Fundamentalgro8Ben 
zweiter aaa 


De Sea D oud oe 
Det Depress rab 7 Diseivna=° 
P= D0. ee, Sioa th 
Durch zyklische Vertauschung erhalt man hieraus 
ae Dix i= 
 D=— Bee Diao BaP 


80 Dreifach orthogonale Flachensysteme. 


Da nun fir die Flache w—konst. F,—0, Di=0 
ist, so folgt aus II. § 3, Satz 3, daB die Parameter »v, w 
fiir diese Flache die Parameter der Kriimmungslinien 
sind. Analoges gilt a die andern Flachen. Dies ist 
der schon in I. § 24, S. 131 bewiesene 

Satz von Dupin.’ 1) Die Flachen eines dreifach 
orthogonalenFlachensystems schneiden sichnach 
Krimmungslinien. 

Fir die Hauptkrimmungsradien der Flache 
w=konst., die wir mit R,, und R&,, bezeichnen, erhalt 
man nach II. § 3, (20) 
ce leon eal i eh. 

O) pegs HTT aroun S H,H, dw ’ 

dabei ist #,, der Hauptkriimmungsradius fir die 
Kriimmungslinie v = konst., R,, der fiir die Krimmungs- 
linie w= konst. Durch zyklische Vertauschung erhalt 
man aus (8) die analogen GroBen fiir die andern Flachen. 

Wir wenden nunmehr die Mainardischen Glei- 
chungen II. § 18, (15) auf die Flachen wu = konst., 
v=konst., w—konst. an. Die sechs Gleichungen redu- 
zieren sich auf die drei folgenden 


eH, 1 oH, eH; 1 oH, oH, 
i H, ow oH, dv dw 
(9) eH, 1 aH, ve 1 oH , 0H, 
dwou H, ou aw H, dw ou 
GH, Veto Woh. er. 
Ouov Hy ov Ow CAFR ou ov 


Endlich gibt die GauBsche Gleichung II. § 18, (16) 


fiir die Flachen des orthogonalen Systems 


1 0H 


1 0H, 0H, 


aaa 
Fo av i H, dw ! H du du Pe 
7 sa) Arak 1 0H,0H 
10 Cn | 
ey a3 ow Wee H, ou rp dv ov Ma 
1 ae ete =) 1 0H, 0H, 
pal bud 9 H, ov Tap ow yo 


1) Dupin, ,,Développements de géométrie.“ S. 239. (1813). 
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Die Gleichungen (9) und (10) sind die Lamé- 
schen') Gleichungen. Ihnen miissen die drei Funk- 
tionen H,, H,, H, geniigen. Sie sind von fundamentaler 
Bedeutung fiir die Lésung der Aufgabe, das allgemeinste 
dreifach orthogonale Flachensystem zu finden. 
Man hat zu diesem Zweck zunachst die Gleichungen (9) 
und (10) zu integrieren und so die Funktionen H,, H,, H, 
zu bestimmen. Bildet man nunmehr die Gleichungen 
II. $17, (8) und (8a) fiir die Flachen wu = konst., v = konst., 
w-—konst., so erhalt man mit Beachtung von (6) 


0a, 1 oH, 1 of, 

car ai Hawiotes ative’ 

da oH 

pu Tid eoype® ® 

0a, 1 oH, 

du HH, dw *’ 

AG, 2 8l1 Gi 

Gi a Oe 

ea, 1 aH; 1 oH, 
Bes = iiatoderar ie He Dia e” ines Hei Otay ¥? 

ate Led 

Ope Loi a 

04, eer 0 

Gwe, on” 

0a, LH, 

30H, be 

04, 1 0H, ea a 

fo 


Dieselben Gleichungen gelten fir 6,, 6,, 6, und 
C,> Cy» C,. Das System (11) ist integrabel, da (9) und 
(10) die Integrabilitatsbedingungen hierfiir sind (vgl. IL. 
§ 17). Kennt man a,, a,, a,, als Integrale von (11), so 
ist, da nach (6) 


vy? 


1) Lamé, p. 76ff. a. a. O. 


Kommerell, Spezielle Flachen. 
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sad 10e, a Seen a nenleee ist 
ta Hoy) ) See Hype semen 
(12) z= | (a,H,du+a,H,dv-a,,H,dw). 


Auf analoge Weise erhalt man y und z als Funk- 
tionen von wu, v, w und damit das allgemeinste drei- 
fach orthogonale System. 


Anmerkung. Nach dem Satz von Bonnet, II. § 17, entspricht 
jedem Tripel von Funktionen H,, H,, H3, die den Gleichungen 
(9) und (10) geniigen, nur ein einziges orthogonales Flachensystem. 


§ 19. Die Abbildung durch reziproke Radien-Vektoren 
(Inversion). Konforme Abbildung des Raumes auf 
sich selbst. 


In Rk. u. Fl. Il. § 9, S. 84 hat sich ergeben, daB 
durch die Inversion die Ebene auf sich selbst konform 
abgebildet wird. Ubertragen wir die Beziehung, die sich 
zwischen zwei Punkten in der Ebene ergeben hat, auf den 
Raum, so erhalten wir die Inversion ftir den Raum. 
Wir werden dabei finden, daf8 dadurch der Raum eben- 
falls konform auf sich selbst abgebildet wird und daB 
daher aus einem dreifach orthogonalen Flachensystem 
durch Inversion wieder ein solches hervorgeht. 

Wir ordnen also jedem Raumpunkt P, der vom Ur- 
sprung O die Entfernung r hat, einen andern Punkt P’ 
auf OP dadurch zu, da sein Abstand 7’ vom Ursprung 
mit dem Abstand r durch die Gleichung 

U ce 
(1) Pawn 
verbunden ist, wo c eine konstante GréBe bedeutet. O 
heiBt auch hier das Zentrum der Inversion. Alle 
Punkte der Kugel mit dem Radius — c um O als 
Zentrum fallen mit ihren entsprechenden zusammen und 
alle Punkte innerhalb dieser Kugel haben ihre Bilder 
auBerhalb derselben und umgekehrt. Das Zentrum der 
Inversion ist ein singularer Punkt: ihm entsprechen alle 
unendlich fernen Punkte. 

Sind nun 2, y, z die Koordinaten von P und wu, v, w 
die Koordinaten seines entsprechenden P’, der Ursprung 
das Zentrum der Inversion, so findet man ohne Miihe 
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en CU i! Cu re Cc? w 
wert’ I Pte’ a ee’ 


oder nach u, v, w aufgeldst 


(2) 2 


A... oe Paes cy cz 
Spy pe py pe eye 
Durch (2) ist jedem Koordinatentripel (x, y, z) ein 
solches in (u, v, w) zugeordnet. Einer Ebene 


Ax-+ By+Cz+ D=0 
entspricht die Kugel 


co (Au+ Bu +Cw) + D(w+v?+w) =0. 


Ist aber D=0, geht also die Ebene durch das In- 
versionszentrum, so entspricht sie sich selbst. Der Kugel 


vt y?+ 24+ Ax+ By+Cz+ D=0 
entspricht die Kugel (bzw. Ebene, wenn D= 0) 
ete (Aut Bu+Cu)4+ Dw’ +? + w?) =0. 


Einer geraden Linie als Schnitt von zwei Ebenen ent- 
spricht ein Kreis als Schnitt der entsprechenden Kugeln, 
einem Kreis wieder ein Kreis. Nur einer Geraden (oder 
einem Kreis), die durch das Inversionszentrum geht, ent- 
spricht wieder eine Gerade. 

Wir beweisen nunmehr den 

Satz 1. Die einzigen konformen Abbildungen 
des Raumes auf sich selbst sind die Inversion 
und die Ahnlichkeit. 

Dabei verstehen wir wie in II. § 10 unter konformer 
Abbildung eine solche, durch welche ein unendlich kleines 
Dreieck PQR in ein ihm ahnliches tibergefihrt wird. Wir 
wenden zum Beweise dieses Satzes die Ergebnisse des 
letzten Paragraphen an. 

Sind wie oben wu, v, w die Koordinaten eines Raum- 
punktes und «, y, z die des entsprechenden, so mu 
einem Linienelement, das durch (u, v, w) geht, ein 
Linienelement durch (x, y, z) entsprechen; diese Linien- 
elemente aber miissen wegen der Konformitat der Ab- 

6* 


(2a) uw 
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bildung einander proportional sein (vgl. II. $10). Es mu8 
also sein 
(3) da? + dy? + dz? =i—? (du? + dv’? + dw’); 
den Proportionalitatsfaktor, der eine Funktion von U, Vv, W 
ist, haben wir gleich 1—? gesetzt; es zeigt sich, daB bei 
dieser Annahme die folgende Rechnung sich am einfach- 
sten gestaltet. Nun sind wz, y, z als Funktionen von wu, 
v, w so zu bestimmen, da diese in die linke Seite 
von (3) eingefiihrt, die rechte Seite ergeben. Da nun 
die Koeffizienten von dudv, dvdw, dwdu gleich Null 
sind, d. h. 

de de yy bm Oe yy ow Oe 

du dv dv6w. —bweu 
ist, so folgt nach § 17, (3), daB x, y, z als Funktionen 
von u,v, w betrachtet ein dreifach orthogonales Flachen- 
system bilden. Vergleicht man (3) mit § 18, (2), so 
hat man 
(4) Bg A ea Hee aaa 

Ks ist nun 4 in (4) als Funktion von wu, v, w so zu 

bestimmen, daB H,, H,, H, den Laméschen Gleichungen 
§ 18, (9), 10) geniigen. Aus § 18, (9) folgt so 


aA aA aA 
(5) 


Neve duov ovow owou” 
aus § 18, (10) 
PL A OA, A ata OPA 
du? ' dv? av? | ow? ow | dul 


CS ry ne i Ch 
(62) +02) + (3) 

\ ou + av a ow) { 
Die Gleichungen (5) geben 
(7) A4=U+V-++ W, 
wo U Funktion von u, V von v, W von w allein ist. Be- 
zeichnet man Ableitungen mit Strichen, so folgt aus (6) 
U” = V" — W" und weil w, v, w unabhangige Variable sind 
(8) (Mie: Vie Ww” 2 


@ 


(6) 


§ 19. Die Abbildung durch reziproke Radien-Vektoren. 85 


wo c eine Konstante ist, die wir zundchst als endlich 
voraussetzen. 
Aus (8) folgen als Integrale 


1 


US {u—ay tal, Ve {e—ar-+a}, 


C2 
1 
v= 3 te-or+ah 


wo die a, b,c Integrationskonstanten sind. 

Fiihrt man diese Funktionen in (7) und (6) ein, so 
ergibt sich a, —_b,-++c, 0. Man kann ferner unbeschadet 
der Allgemeinheit statt u—a,, v—b,, w—c, beziiglich 
u, v, w setzen, da dies nur einer Koordinatenverschiebung 
gleichkommt. Man erhalt so 


La (w+ 8 fw) 
und nach (4) 
(9) eC onc 


wo abkiurzend 0o—vwu’?—+v’*?+-w’ gesetzt ist. Nachdem 
jetzt die Funktionen H,, H,, H, ermittelt sind, hat man 
die Gleichungen § 18, (11) zu integrieren; man erhalt 


a,—1—2e1¥, a,—=—2o01uv, a,=——20-tuw 
und endlich aus § 18, (12) 

2 2 2 
(10) x eu cv ew 


= — — Yy = - as — 
Ppa ar Epa arp 


wobei die ‘zwei\ letzten’ Gleichungen ahnlich erhalten 
werden wie die erste. Die Integrationskonstanten sind 
gleich Null gesetzt worden, was einer Parallelverschiebung 
des xyz-Koordinatensystems entspricht. Die Gleichungen 
(10) stimmen mit (2) tiberein und definieren daher eine 
Inversion; sie sind zugleich die Gleichungen eines drei- 
fach orthogonalen Systems von Kugeln (x= konst., 
y = konst., z= konst.). 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo c® in (8) oo 
ist. In diesem Falle sind U, V, W lineare Funktionen; 
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= 0 und daraus 14= 


oA oA oh 
aus (6) folgt aber Si aaa 
einer Konstanten. H,, H,, H, sind nach (4) ebenfalls kon- 
stant —m und auch fiir die Richtungskosinus a,,a,,4@,,3 
1» Oy, Ons Cys Cys, erhalt man aus § 18, (11) konstante 
Werte. Da aber diese drei aufeinander senkrechte Ge- 
rade bestimmen, so sieht man, da& sie die Koeffizienten 
einer orthogonalen Substition (c;, 8;, 7;) sein mtissen. Aus 
§ 18, (12) folgt so 


t£— x= (a,u+ f,v+y,w)m, 
(11) Y¥— Y= (a,u+ fh, v+ 7, w) mM, 
Z— % —=(a,u-+ f,v+ 73 wv) m. 


Verschiebt man noch das xyz-Koordinatensystem so, 
daB sein Ursprung in den Punkt x, y,, 2% gelangt, und 
dreht man das wu, v, w Koordinatensystem, indem man setzt 


a,u+pyu+y,w=wu, au+pv+y,w=, 
a,u-+P,v+y,v=w, 
so folgt 


(12) 2—=mu, y= mv’, z—mw’. 


Durch diese Gleichungen und somit auch durch (11) ist 
aber der Raum auf sich selbst 4hnlich bezogen. Damit 
ist der Beweis des Satzes 1 erledigt. 

Die Inversion erlaubt nun, aus dreifach orthogonalen 
Flachensystemen andere derartige herzuleiten, da bei der 
Inversion die Winkel erhalten bleiben, also speziell rechte 
Winkel auch nach der Inversion rechte Winkel bleiben. 
Unterwirft man daher ein dreifach orthogonales System 
einer Inversion, so erhalt man wieder ein dreifach ortho- 
gonales System. So bilden beispielsweise (vgl. II. § 5,8. 40) 
die abwickelbaren Flachen der Normalen einer Flache 8 
langs ihrer Krimmungslinien mit den Parallelflachen zu 
S ein dreifach orthogonales Flachensystem. Durch In- 
version erhalt man hieraus ein neues dreifach orthogonales 
System. S transformiert sich in S’ und die Transformierten 
der abwickelbaren Flichen schneiden daher aus S’ nach 
dem Satz von Dupin §18 die Kriimmungslinien aus. 
Die Kriimmungslinien von S gehen daher in die Kriim- 
mungslinien von S’ iiber. 
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Satz 2. Kennt man auf einer Flache S die 
Kriimmungslinien, so erhalt man durch eine In- 
version eine neue Flache S’, auf der manebenfalls 
die Kriimmungslinien kennt. 


§ 20. Die Cykliden. 


Wir wenden das am SchluB von § 19 Gesagte auf 
das dreifach orthogonale System von Kegeln, Ku- 
geln und Ebenen in § 17, (2) an. Durch Inversion an 
einem beliebigen Inversionszentrum erhalt man aus dem 
System der Kugeln und Ebenen zwei Kugelsysteme (§ 19). 
Um das Bild des Kegelsystems zu erhalten, legen wir an 
einen der Kegel drei Tangentialebenen und betrachten 
den Kegel als die Enveloppe aller Kugeln, die jene drei 
Ebenen bertihren. Durch Inversion verwandeln sich diese 
drei Beriihbrungsebenen in drei Kugeln, und die Kugeln, 
deren Enveloppe der Kegel ist, geben Kugeln, die stets 
jene drei Kugeln beriihren: die Enveloppe dieser Kugeln 
ist das Bild des Kegels. Die Flache nun, die von einem 
System von Kugeln, die stets drei feste Kugeln beriihren, 
eingehiillt wird, heiBt nach Dupin’) eineCyklide.’) Wir 
haben daher den 

Satz 1. Ein dreifach orthogonales System von 
Kugeln, Ebenen und Kegeln geht durch Inversion 
in zwei Kugelsysteme und einSystem von Cykli- 
den iber. 

Die Kugelsysteme schneiden aus den Cykliden nach 
dem Satz von Dupin die Krimmungslinien aus; diese 
bestehen aber aus lauter Kreisen, da sie die Bilder der 
Kriimmungslinien der Kegel, also die Bilder von Geraden 
und Kreisen sind. 


1) Dupin, Applications de géométrie et de mécanique a la 
marine et aux ponts et chaussées. Paris 1822. S. 200ff. 

2) Man kann zeigen, daB die Fliche, welche die Enveloppe von 
allen drei feste Kugeln beriihrenden Kugeln ist, noch durch eine zweite 
Reihe von Kugeln eingehiillt wird und daS die Zentren der beiden 
Reihen von Kugeln auf zwei Fokalkegelschnitten liegen. Wir fihren 
dies ohne Beweis hier an, um zu zeigen, daB die hier gegebene De- 
finition der Cykliden auf keine anderen Flachen fihrt als auf die in 
Rk. u. Fl. II. § 5, 8S. 45 mit demselben Namen bezeichneten. Vzgl. 
den Schlu8 dieses Paragraphen. 
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Zur analytischen Darstellung des transformierten 
Systems nehmen wir eine spezielle Lage des Systems 
der Kugeln, Ebenen und Kegel gegen das Inversions- 
zentrum an. Das Inversionszentrum mdge der Ursprung 
des Koordinatensystems sein, wahrend die gemeinsame 
Spitze der Kegel im Punkt A der x-Achse im Abstand 
a vom Ursprung liegen und die gemeinsame Achse der 
Kegel mit der z-Achse parallel sein mége. Nach § 17, (2) 
haben wir dann fir das dreifach orthogonale System der 
Kugeln, Ebenen und Kegel 


(1) s=a-+weosucosv, y=weosusinv, z—wsin u. 


Wird durch die Inversion der Raumpunkt (2, y, z) in den 
Punkt (2,, y,, 2,) tbergefiihrt, so hat man nach § 19, (2), 
wenn c= 1 gesetzt wird, 


OR cepa ae elec LES soot heel alt bee oti 

bie atchytchet unig wieraisket es, Sq alae ate 
Als Gleichungen des dreifach orthogonalen trans- 
formierten Systems erhalt man so 


©, = (a-+ wcosucos v): (a? + 2awcosucosv-+ w’), 
(2) y, =weos wsin v: (a? + 2awcosucosv—+ w’), 

2, =wsin u: (a, + 2awcos ucos v + w’). 

Die Cykliden sind hier die Flachen w= konst. 

Um einen Uberblick tiber die Gestalt einer einzel- 
nen Cyklide (s. Fig. 6) zu erhalten, suchen wir die Bilder 
der Mantellinien des Kegels, aus dem die Cyklide durch 
Inversion hervorgegangen ist: Die Bilder der Mantellinien 
sind Kreise, welche alle durch den Ursprung und den Punkt 


1 
as der x-Achse hindurchgehen; denn der Ursprung ist 
das Bild aller unendlich fernen Punkte der Mantellinien, 
der-Punkt «= das Bild der Kegelspitze. Diese beiden 


Punkte sind daher ftir die Cyklide Knotenpunkte, d. h. 
die simtlichen Tangenten an die Cyklide in einem dieser 
Punkte bilden nicht eine Ebene (‘Tangentenebene), sondern 
einen Kegel, der wegen der Konformitat der Abbildung 
mit dem Kegel, der die Cyklide ergeben hat, kongruent 
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ist (und parallel). Verschiebt man daher den Kegel par- 
allel mit sich, so daB die Kegelspitze in den Punkt 2 — zs 
a 


der x-Achse fallt, und zeichnet alle Kreise, welche die 
Mantellinien dieses Kegels in der Kegelspitze beriihren 


Fig. 6. 


und auBerdem durch den Ursprung gehen, so erzeugen 
eben diese Kreise die Cyklide. Daraus folgt, daB jede 
Ebene durch die xz-Achse die Cyklide in zwei Kreisen 
schneidet; dreht man den einen um die x-Achse um 180°, 
so fallt er mit dem andern zusammen. 

Diese Kreise stellen die erste Schar der Krim- 
mungslinien der Cyklide dar — sie werden aus der 
Cyklide durch die eine Kugelschar, das Bild der Ebenen- 
schar, ausgeschnitten. Da alle diese Ebenen durch die 
Kegelachse gehen, so gehen alle Kugeln dieser Schar 
durch das Bild der Kegelachse, d. h. den Kreis, der tber 
dem Abstand der Knotenpunkte als Durchmesser in der 
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az-Ebene beschrieben wird. Diese Kugelschar schneidet 
die Cyklide iiberall orthogonal. 

Die zweite Schar von Krimmungslinien — 
ebenfalls Kreise — wird aus der Cyklide durch die zweite 
Schar von Kugeln, die Bilder der konzentrischen Kugeln, 
ausgeschnitten. Die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen 
alle auf der x-Achse. Da die zweite Kugelschar die erste 
Kreisschar allenthalben orthogonal schneidet, so erhalt 
man die zweite Kreisschar am einfachsten auf folgende 
Weise: Man nehme auf der x-Achse einen beliebigen 
Punkt P auBerhalb der Knotenpunkte an und ziehe an 
simtliche Kreise der ersten Schar die Tangenten; der Ort 
der Beriihrungspunkte gibt zwei Kreise der zweiten Schar. 

Wir bemerken noch, da8 durch jeden Kreis der ersten 
Schar eine Kugel geht, welche die Cyklide langs jenes 
Kreises beriihrt: es ist die Transformierte der Tangential- 
ebene des Kegels, deren Beriihrungsmantellinie jenem 
Kreis entspricht. Ebenso geht durch jeden Kreis der 
zweiten Schar eine Kugel, welche die Cyklide langs dieses 
Kreises beriihrt: diese Kugeln sind die Bilder der Kugeln, 
welche den Kegel oder drei Tangentialebenen desselben 
beriihren. Man zeigt unschwer, dai die Mittelpunkte der 
ersten Kugelschar auf einer Hyperbel, die Mittelpunkte 
der zuletzt genannten Kugelschar auf einer Ellipse liegen. 
Diese beiden Kegelschnitte sind die in der FuBnote 8. 87 
erwahnten Fokalkegelschnitte [vgl. auch II. § 5]. Endlich 
geht aus dem Gesagten hervor, daB8 die xz- und die 
xy-Ebene sowie die Ebene senkrecht zur x-Achse durch 
die Mitte der Knotenpunkte fiir die Cyklide Symmetrie- 
ebenen sind. 
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§ 21. Definition. Formeln fiir Strahlensysteme. 


Mit der Theorie der Oberflachen ist eng verkniipft 
die Geometrie der Strahlensysteme’). 

Unter einem Strahlensystem oder einer Strahlen- 
kongruenz versteht man die Gesamtheit von co? Strahlen 


1) Die ersten Untersuchungen iiber Strahlensysteme verdankt 
man Malus, [Optique, Journ. de l’Ec. polyt. T. VII (cah. 14) 1808, 
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im Raume, die so verteilt sind, daB durch jeden Raum- 
punkt ein Strahl (oder eine endliche Zahl von solchen) 
mit einer bestimmten von Punkt zu Punkt stetig vari- 
ierenden Richtung hindurchgeht. 

Um ein Strahlensystem 
analytisch darzustellen, 
schneiden wir dieses durch eine 
beliebige Flache, die alle Strahlen 
treffen mége; diese heiBe die Leit- 
flache des Systems. Die Glei- 
chungen der Leitflache schreiben 
wir in der tblichen Weise mit 
Hilfe der Parameter u und v in 
der Form 


z—=f (u, v), =f (u, v), 
2—w (u,v). 

Die Richtungskosinus des 
Strahles (oder eines der Strahlen), 
der durch den Punkt (uw, v) der 
Leitflache geht,mdgen X, Y, Z 
sein (s. Fig. 7). Sind diese als 
Funktionen von wu, v gegeben, so Fig. 7. 
ist dadurch jedem Punkt der Leit- 
flache ein Strahl (oder mehrere, falls X, Y, Z mehrdeutige 
Funktionen von u, v sind) zugewiesen. Sind &, 7, ¢ die 
Koordinaten eines Punktes P auf dem durch den Punkt 
(wu, v) der Leitflaiche hindurch gehenden Strahle, ¢ die 
Entfernung (Abszisse) des Punktes P vom Punkt (u, v) 
der Leitflache, so ist 
S. 1—44 und 84—129] und Hamilton, (Transact. of the R. Irisch Ac. 
vol. XV, 1828 und vol. XVI. 1830), die aus optischem Interesse zu 
ihnen gefiihrt wurden. Die ziemlich in Vergessenheit geratenen Re- 
sultate von Malus und Hamilton wurden dann spater von Kummer 
in seiner wichtigen Arbeit ,,Allgemeine Theorie der geradlinigen 
Strahlensysteme“ (J. f. Math. Bd. 57, 8S. 189ff.) neu bewiesen, und 
vervollstindigt. Die folgende Darstellung lehnt sich in den wesent- 
lichen Punkten an die Kummersche Arbeit an. Man vgl. auch 
Zindler ,,Die Entwicklung und der gegenwartige Stand der 
differentiellen Liniengeometrie (Bericht, Jahresber. d. deutsch. 
Math. Vereing. Bd. 15, 1906, S. 185ff.). 
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; E=a+tX, n=y+tY, 6C=—2-+1Z, 
(1) Xe4+y?4+ 71, 


Dies sind die Gleichungen des Strahlensystems. 
Variiert in (1) ¢allein, so durchléuft der Punkt (é, 7, ¢) 
einen Strahl. Eine Gleichung von der Form 


(2) P (u,v) =0 


greift aus den oo? Strahlen co? Strahlen heraus: es sind 
die Strahlen langs der auf der Leitflache liegenden Kurve 
P (u,v) 0. Die Gleichungen (1) definieren daher in Ver- 
bindung mit (2) eine Regelflache. 

Ziehen wir durch den Ursprung des Koordinaten- 
systems die Parallelen zu denSystemstrahlen und schneiden 
die Parallelen mit der Kugel 


ety teal, 
so entspricht jedem Strahl ein Punkt der Kugel, den wir 
das spharische Bild des Strahles nennen. Die Koor- 
dinaten des spharischen Bildes eines Strahles sind daher 
DGD 6 Fp 

Betrachten wir einen dem Strahl (1) unendlich be- 
nachbarten Strahl mit den Gleichungen 


é=a-+da-+t, (X + dX),n,—=y dy th (Y dY), 
¢,=2+dz2+14,(2+dZ), 


b) 


(3) 


wo de du + dou. und wegen X?+- Y?+- Z?—1 


(4) XoXo or dy sogaZe 


ist, so sind von besonderer Wichtigkeit: 

1. DerkiirzesteAbstanddp der beidenStrahlen, 

2.die Richtungskosinus 1, m, n dieses Ab- 
standes, 

3.der Wert r der Abszisse ¢ im FuBpunkt von 
dp auf dem Strahle (1). 

Diese Werte driicken sich aus durch die gegebenen 
GréBen a, y, 2, X, Y, Z und ihre Ableitungen nach w, v. 
Ks treten dabei gewisse Verbindungen dieser Ableitungen 
auf, fur die wir folgende Abkiirzungen einfiihren: 
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OX 0x OX 0x 
5 bese fet Ney 
(5) — dudu 5 25% ov : 
yeXer py, _ yeX oxy, 

— ov ou : — dv ov 


Diese GroBen mogen die ,,.FundamentalgréBen“ 
Kummers heiBen. Bezeichnet man mit ds, das Linien- 
element des spharischen Bildes des Strahlen- 
systems, wobei ds, auch den unendlich kleinen Winkel 
der beiden Nachbarstrahlen bedeutet, so ist 


(6) dsj — Xd X* = HE, du? + 2F,dudv--G, dv’; 
weiter ist 
(7) —AdXdx=— Ddu? + (D' + Dj) dudv+ D' dv’. 


Wir bemerken sofort die Ahnlichkeit der obigen Aus- 
driicke mit den FundamentalgréBen der Flachentheorie. 
In der Tat bilden ja die Normalen einer Flache, z. B. 
der Leitflaiche selbst ein Strahlensystem, das wir ein 
Normalensystem nennen. Fiir dieses bedeuten dann 
X, Y, Z die Richtungskosinus der Flachennormalen, die 
wir friiher mit a, 6, c bezeichnet haben oder die Koor- 
dinaten des spharischen Bildes der Leitflache. £,, Fy, G, 
sind die FundamentalgroBen erster Ordnung fiir das 
spharische Bild der Leitfliche, die wir in Rk. u. 
Fi. II. § 4 mit denselben Buchstaben bezeichnet haben. 
D, D’, Dj, D” bedeuten die FundamentalgroBen zweiter 
Ordnung der Leitfliche, wobei noch D’= D; wird, vgl. 
II. § 2, (13). Alle Resultate der allgemeinen Strahlen- 
systeme finden daher Anwendung auf die Flachennormalen 
der Leitflache. Fir ein allgemeines Strahlensystem 
wird der Leser die GréBen Hy, Fy, G,, D, D’, Di, D” 
nicht mit den Fundamentalgroéfen der Leitflache ver- 
wechseln. 

Nach dieser Bemerkung berechnen wir die drei GroBen, 
die oben fiir zwei benachbarte Strahlen aufgefiihrt sind. 
Der Abstand p eines beliebigen Punktes (&, 7, ¢) auf dem 


94. Strahlensysteme. 


Strahl (1) von einem beliebigen Punkt (&,, 4,, ¢,) auf 
dem Strahl (3) ergibt sich aus 


(8) p° = (5, Sa 5); he (1, a n)° ate (¢, we c)?. 
In dieser Gleichung sind ¢ und #, so zu wahlen, daB 
p in (8) ein Minimum wird. Dieser Minimalwert ist 
dann unendlich klein und werde, wie oben, mit dp be-" 
zeichnet. Die partielle Ableitung der rechten Seite von (8) 
nach ¢ und ¢, |muB fir den Fall des POLENERREEaHS ver- 
schwinden, d. ‘h. es ist | eter Daivfu 
(EG ese i get “i 
(€,—€)dX + (n, —n) d¥ + (0, —6)dZ—0. 
Aus (9) bestimmen wir t und ¢, so, daB wir zugleich 
auch die Groen 1, m, n, r erhalten. Zunachst ist 
(10) €,—f=—ldp, 1 —n=mdp, 6,—C—=ndp. 
Aus (1), (3) und (10) folgt 
dx X (t, —t) +t,dX—ldp, 
(11) dy+Y (t,—t)-t,dY=mdp, 
dz+Z(t,—t)+t,dZ—ndp, 
und aus (9) und (10) 
LX +mY +7Z—0, 
IdX + mdY + ndZ—0. 
Die Gleichungen (12) enthalten den bekannten Satz, 
daB der kirzeste Abstand dp auf den beiden Strahlen 
senkrecht steht. Multipliziert man die Gleichungen (11) 
der Reihe nach mit X, Y, Z und addiert, so folgt nach 
(1), (4) und (12) , —t——2Xdz, woraus sich ergibt, 
dafi t, und ¢ sich nur um eine unendlich kleine GréBe 
der ersten Ordnung unterscheiden. Wir kénnen also 
setzen: t—=t,—r. Multipliziert man nunmehr die Glei- 


chungen (11) beziiglich mit dX, dY, dZ und addiert, 
so folgt nach (1), (4) und (12) 


DadXdx 


(9) 


(12) 


(13) r= — 


4 
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Endlich multipliziere man die Gleichungen (11) der 
Reihe nach mit /, m, n, und addiere sie; es folgt so 


(14) dp—Idx+mdy- ndz; 
hierbei sind die Richtungskosinus J, m, n aus (12) und 
(15) P+ m+ n?=1 


zu bestimmen und in (14) einzutragen. Nach I. Einl. (17) 
erhalt man aus (12), wenn o ein Proportionalitats- 
faktor ist 


(16) o@l=YdZ—ZdY, om=ZdX—XdZ, on—XdY—YaX. 


Tragt man die Werte von J, m, m in (15) ein und 
beachtet I. Einl. (15), so folgt 


(17) eo? —=dX*?+dY?+dZ? 

also nach (16) und (6) 

Ids, =YdZ—ZdY, mds,=ZdX — XdZ, 
nds,—= XdY —YdX. 


Die erste Gleichung lautet ausfiihrlich 


aZ ay Win ene 
(19) A du ! (yo — 25) de. 


(18) 


Fei ee 


Beniitzt man jetzt die Gleichungen II. § 2, (19) an- 
gewendet fiir die Bildkugel, so erhalt man 


ox ox ox oxX 
(ze, — Fo du +(F — 6 iu)? 
ds, VE,G, — F? 


sowie durch cyklische Vertauschung von X, ay , Z die 
analogen Gleichungen fiir m, n. Setzt man diese Werte 


Cie 


7) Ox 
in (14) ein, nachdem man dort dx durch S du--~ dv 
ersetzt hat, so folgt nach (5) 


dp-ds,VE,G@,—F2=(F,D—E, Di) du?+ (G,D'—F,D")dv* 
+(G,D-+ F,D'— E,D" — F,D;)dudv. 
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Die rechte Seite laBt sich in die Form einer Deter- 
minante bringen und man hat daher fiir den kirzesten 
Abstand dp der beiden benachbarten Strahlen 


1 Ddu- D'dv Didu-+ D"dv|_ 
ds,V E,G, — F2| du + Fo dv F,du+G,dv 


Endlich erhalt man fiir die Abszisse r des kutr- 
zesten Abstands auf. dem ersten Strahl aus (13), (6) 
und (7) 


(22) r= 


(21) dp— 


Ddw+ (D’+ Di) dudv+D" dv? 
H,du’?+ 2F,dudv-+ G, dv’ 


§ 22. Anwendung auf Normalensysteme. 
Malus-Dupinscher Satz. 


Wir wenden die Formeln des § 21 zunachst auf 
das Normalensystem der Leitflache an. Es ist dann, 
wie in § 21 bemerkt, D’— Dj. Wir fragen zuerst: 

In welchen Richtungen schneiden sich zwei 
konsekutive Flachennormalen? 

In diesem Falle ist in § 21, (21) dp=—0O. Ersetzt 
man in der Determinante D; durch D’, E,, F,, G, durch 
die Rk. u. Fl. II. § 4, (6) angegebenen Werte, und zieht 
die mit A multiplizierte erste Reihe von der zweiten 
ab, so ergibt sich 


(Ddu-+-D'dv D'du+D' dv 
\Edut+Fdv Fdu+@do | 


Dies ist aber nach II. § 8, (11) die Differential- 
gleichung der Kriimmungslinien der Leitflache. 
Man erhalt so das bekannte Resultat, da8 nur in den 
Hauptkriimmungsrichtungen einer Flache konsekutive 
Flachennormalen sich schneiden. 

Wir untersuchen ferner die Poaeiiae von rfir 
einNormalensystem. Aus § 21, (22) und II. § 4, (6) folgt 


== 0: 


h ist dabei die mittlere Kriimmung = z +e 
2 


y 1 sf 
KrimmungsmaB maa 2 der Flache. 
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ds* 
L 


des durch ds gelegten Normalschnitts. Bezeichnen wir 
diesen mit R, so folgt 


Nach I. § 22, (2) ist aber der Kriimmungsradius 


dis Plies 
: 


Aus dieser Gleichung berechnet sich einfach die 
Abszisse r des kiirzesten Abstands fiir zwei konsekutive 
Flachennormalen lings einer Richtung, der der Kriim- 
mungsradius # des zugehérigen Normalschnitts entspricht. 
Fir R—R, folgt r—R,, ebenso fir R—R, r—R,, 
wie zu erwarten war. Fur R—oo folgt r=—0, d. h. zieht 
man in den Endpunkten eines Linienelements einer 
Asymptotenkurve die Flachennormalen, so ist dieses 
Linienelement selbst der kitirzeste Abstand der beiden 
Normalen (vgl. I. § 28, Aufg. 15. b). 

Wir fragen weiter: Welches ist die Bedingung 
dafiir, daB ein gegebenes Strahlensystem ein 
Normalensystem bildet? 

Wenn das Strahlensystem 


(1) é—=7-tX, yoy itY, (€=—2--tZ 


die Normalen einer Flache bildet, so mu8 sich ¢ als 
Funktion von u, v so bestimmen lassen, daB die Glei- 
chungen (1) nunmehr eine Flache darstellen, welche die 
Systemstrahlen senkrecht schneidet. Da also in diesem 
Fall X, Y, Z die Richtungskosinus der Normalen jener 
Flache sind, so muB 


(2) Xdé+Y¥dn+Zdt=—0 


sein. Setzt man die aus (1) sich ergebenden Werte fir 
dé, dyn, df in (2) ein und beachtet, daB 2X?—1, 
X+XdX =—0 ist, so folgt 


dt++Xdz=—0 
oder 


(3) as—=— (Sx) du—( SXF )ao. 


fod 


Kommerell, Spezielle Flachen. ( 
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Die rechte Seite von (3) muB wie die linke ein 
totales Differential sein, es muB also 


7) Ox 7) Ox 
(3a) io( 2 5a) au ao) 
sein. Hieraus aber folgt sofort nach § 21, (5) 
(4) D — Di, 
also 
Satz 1. Die Gleichung (4) ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB (1) ein 


Normalensystem ist. 
Ist (4) erfiillt, so ergibt sich ¢ aus (3) in der Form 


(oye (>= 5a)2" +{ 3x52) qoh + konst, 


Fihrt man diesen Wert von ¢ in (1) ein, so erhalt 
man die Gleichungen der Flache, deren Normalen das 
Normalensystem bilden. Wegen der willkiirlichen Kon- 
stanten in (5) erhalt man eine ganze Schar von Flachen, 
welche das Strahlensystem (1) orthogonal schneiden. 
Zwei beliebige dieser Orthogonalflachen haben iiberall 
denselben Abstand von einander: Die ganze Schar be- 
steht daher aus den Parallelflachen zu irgend einer der 
Orthogonalflachen. 

Die Gleichung (3a) 148t sich auf eine bemerkenswerte 
Form bringen, wenn man die Winkel 9g, y einfiihrt, den 
der Strahl (X, Y, Z) mit den Parameterlinien v = konst. 
u==konst. der Leitfliche bildet. Ist 


ds? = E, du? +2 PF, dudv+@,dv 


das Quadrat des Linienelements der Leitflaiche, so ergibt 
sich nach II. § 1, (19) 
1 


1 Ou Ox 
rex ee 9 ey: ee aga) 
COS Pp VE. S xa cos y VG. ye 
Mit Hilfe dieser Gleichungen erhalt man nach (3a) 


als Bedingung dafiir, daB das Strahlensystem ein Nor- 
malensystem ist 


’,) on ee 
(3b) om (VE, cos y)—= Me (VG, cos y), 
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und nach (5) 
(5a) t—=— (VE, cosydu+ VG, cosy dv) + konst. 


In diesen Gleichungen treten nur die Winkel 9, yw 
und die Koeffizienten des Linienelements der Leitflache 
auf. Wird nun die Leitflache ohne Dehnung und Faltung 
verbogen und bleiben dabei die Strahlen des Systems 
mit der Flache fest verbunden, so da also wihrend 
der Biegung fiir jeden Punkt ¢ und y sich nicht andern, 
so ist die Gleichung (3b), wenn sie vor der Biegung er- 
fillt ist, auch nach der Biegung erfillt, und man hat 
daher den 

Satz von Beltrami:!) Denkt man sich die 
Strahlen eines von der Leitfliche ausgehenden 
Normalensystems von einer Orthogonalflache 
begrenzt und mit der Leitflache fest verbunden, 
so ist bei jeder Verbiegung der Leitfliche der 
Ort der Endpunkte der Strahlen des Systems eine 
zu den Strahlen orthogonale Flache. 

In der geometrischen Optikspielen die Nor- 
malensysteme eine ganz besondere Rolle. Beispielsweise 
bilden alle Lichtstrahlen, die von einem leuchtenden Punkt 
ausgehen, ein Normalensystem. Erleiden nun diese Strahlen 
an einer Flache (Linsenflache) nach dem Snelliusschen 
Brechungsgesetz eine Brechung, so bilden die gebrochenen 
Strahlen ein Strahlensystem, das wiederum ein Normalen- 
system ist. 

Es gilt némlich der 

Satz 2 (von Malus-Dupin).?) Erleidet ein von 
Lichtstrahlen gebildetes Normalensystem eine be- 
liebige Anzahl von Reflexionen oder Brechungen, 
so bleibt es stets ein Normalensystem. 

Um diesen fiir die Optik wichtigen Satz zu beweisen, 
zeigen wir zunachst, daB ein Normalensystem nach einer 
Brechung an einer Flache — der Leitflache — wiederum 
ein Normalensystem ist. Dabei setzen wir natiirlich voraus, 


1) Beltrami, Ricerche di analisi applicata, Giorn. di mat. 2 
(1864) p. 281. 

2) Uber die Entdeckung des Malus-Dupinschen Satzes vgl. 
Darboux, Théorie des surfaces II, S. 280, Note 


7% 
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daB die Leitflache keine der Orthogonalflachen des Strahlen- 
systems ist. Die Strahlen des Normalensystems (1), fir 
das also (4) gilt, kommen vom ersten Medium, treffen 
die Leitfliche und gehen dann nach einer Brechung an 
dieser in das zweite Medium ‘iiber. Das gebrochene 
Strahlensystem habe zu Gleichungen 

(6) &=a2ttX,, ny tay, G=2e+4Z,. 

Ist nun ¢ der Winkel, den der Strahl (X, Y, Z) des 
Systems (1) mit der Flachennormalen (a, 6, c), [deren 
positive Richtung vom ersten zum zweiten Medium zeige] 
im Punkt P der Leitflache bildet und ebenso ¢, der Winkel, 
den der gebrochene Strahl (X,, Y,, Z,) mit der Flachen- 
normalen bildet, so muB nach dem Snelliusschen Bre- 
chungsgesetz 


(7) sine—nsine, 
sein, wo m der Brechungsindex ist; auBerdem miissen 
der einfallende, der gebrochene Strahl und das Einfallslot 


in einer Ebene liegen. Analytisch driicken wir die letztere 
Bedingung aus durch die Gleichungen 

(8) aw=X-+1X,, bw=Y+1Y,, cew=—=Z-+1Z,; 
denn eliminiert man die willkiirlichen GréBen w und 4 
so erhalt man eine Determinante, deren Verschwinden 
eben ausdriickt, da die drei genannten Richtungen in 
Einer Ebene liegen. Multipliziert man (8) der Reihe nach 


zuerst mit a,b,c, dann mit X, Y, Z und addiert, so er- 
halt man, da 


“aX =cose, 2a X,—cose,, +X X,—cos(e— «,) 
ist, 
w—=cose-+-Acose,, wceose = 1-+-Acos(e—a). 


Nach (7) erhalt man hieraus 4——n und daher 
nach (8) die Gleichungen 


(9) aw=X—nX,, bw=—Y—nY,, cw=Z—nZ,. 


Aus der ersten Gleichung erhalt man durch Diffe- 
renzieren 


(10) w 
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da ow OX nox 
11 1 
(he) Rigen ap Deby 


Multipliziert man (10) init © — (11) mit = und addiert 


jedesmal die analogen Gleichungen, so folgt 


dadx , dw Ox OX 0x OoX,0u 
12) w —— — = a esa pil at pion teat 
e2) duov Seek OU dv Ou Ov 
0a0x OX Ox OX,0x 
13 ee ee We aoe 
ce) a yitts tH yi po0u aoe Ou 
Nun ist fiir die Leitflache nach IT. § 2, (13) 
0a0cXr 0acx 
14 Raab Fete lladsibod 
as OUuUdv pipe 


und nach IT. § 2, (9) 


Ox Ox 
(15) O45 =D 45, =O 
AuBerdem ist wegen (4) und § 21, (5) 


eXow _ yr0X ou 
OUuov Ov OU 

Aus (12) und (13) folgt daher durch Subtraktion 
aX, 02 yX, 2. 
Ou av ov ou 


Fir das Strahlensystem (6) ist also die Bedingung (4) 
erfiillt :dasselbe ist demnach in der Tat ein Normalensystem. 
Erleidet der Lichtstrahl an der Leitflache statt der 
Brechung eine Reflexion, so ist « + ¢, = und daher in (7) 
n=1 zu setzen, womit der Satz auch fir den Fall der 
Reflexion bewiesen ist. 

Bemerkung. Die Flachen, welche das gebrochene 
Strahlensystem orthogonal schneiden, erhalt man, wenn 
in (5) fir X, Y, Z beziiglich X,, Y,, Z, gesetzt wird. Nimmt 
man aus (9) die Werte von X,, Y,, Z,, so folgt aus (5) 
mit Beriicksichtigung von (15) 


t 
mgr nie 
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wo y eine Konstante ist. Ist v die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des Lichts fiir das erste Medium, v, die 


fur das zweite, so ist n=; aus der letzten Gleichung 
folgt nun 


wo 6 eine andere Konstante ist. Mége nun Q der Schnitt- 
punkt eines Lichtstrahls mit einer Orthogonalflache im 
ersten Medium, P der Schnittpunkt mit der brechenden 
Flache, R der Schnittpunkt des gebrochenen Strahls mit 
einer Orthogonalflache des gebrochenen Systems sein, 


so ist, da Q eine negative Abszisse hat, — die Zeit, 


welche das Licht zur Zuriicklegung des Wegs QP, 1 die 


Zeit, welche das Licht fiir den Weg PR ri “Die 
obige Gleichung driickt daher den wichtigen, in der geo- 
metrischen Optik viel gebrauchten Satz aus, daB jeder 
Lichtstrahl von einer Orthogonalflache des ersten 
Mediums biszueiner Orthogonalflache des zweiten 
Mediums dieselbe Zeit braucht. 


§ 23. Grenzpunkte und Hauptebenen. Isotrope 
Strahlensysteme. 


Wir kehren zur Betrachtung der allgemeinen 
Strahlensysteme zuriick und bestimmen aus § 21, (22) 
die extremen Werte von r (der Abszisse des kiirzesten 


Abstandes). Man hat in jener Gleichung a als variabel 


zu betrachten und erhalt als Bedingung des Maximums 
(bzw. Minimums) von r 


Ddu aoe a dy—r(H,du+ F,dv)=—0, 


(1) 
i am ey du + D'dv—r(F,du+ G,dv) =0 


Dabei ist die zweite Gleichung eine Folge der ersten, 
da aus § 21, (22) sich ergibt: 
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= aol? po )tut "dor F,du+G,dv )| =o. 


Durch Elimination von du, dv aus (1) erhalt man 
fiir die extremen Werte vonr die quadratische Gleichung 


(ZG, — F3)r? —{ D” E, — (D' + Di) F, + DG@,}r 
) -ppr—(2+B%)*_o, 


Die Diskriminante dieser in r quadratischen Glei- 
chung la8t sich genau so, wie es in Rk. u. FI. II fir 
die Gleichung 14a von § 3 gezeigt wurde [vgl. ebendort 
(22)], als Summe von zwei Quadraten darstellen, woraus 
zu schlieBen ist, daB die Wurzeln r, und r, von (2) 
stets reell und im allgemeinen voneinander verschieden 
sind. Es werden so auf jedem Strahle (wu, v) zwei stets 
reelle Punkte definiert, die man die Grenzpunkte 
des Strahles nennt, weil der FuBpunkt des kleinsten 
Abstandes des Strahles (u, v) von jedem benachbarten 
zwischen diese Grenzpunkte fallt. 


Eliminiert man aus (1) 7, so folgt fiir oe die qua- 
dratische Gleichung 


ae H,— DF, )dut+( D" £,— DG, dud 


2 
(3) / 
+(vrr, 24% 6) ae—o 

durch welche in jedem Punkt (wu, v) der Leitflache zwei 
Richtungen definiert werden: sucht man nun fiir den Strahl 
(wu, v) den FuBpunkt des kiirzesten Abstandes zwischen ihm 
und den in diesen Richtungen folgenden Strahlen, so erhalt 
man eben die Grenzpunkte. Geht man auf der Leitflache 
immer in den durch (3) definierten Richtungen weiter, so 
erhalt man auf dieser ein doppelt unendliches Kurven- 
system und (8) stellt die Differentialgleichung dieses 
Systems dar. 
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Die Systemstrahlen lings einer dieser Kurven erfiillen 
eine Regelflache, deren Striktionslinie der Ort eines der 
Grenzpunkte der Strahlen ist. Durch jeden Strahl des 
Strahlensystems gehen zwei Regelflachen dieser Art; diese 
Regelflachen nennt man die  Hauptflachen. Ihre 
Differentialgleichung ist die Gleichung (3). 

Es ist nun von Wichtigkeit zu bemerken, daB, wenn 
(4) D:2 EP), Dy = By: Fy:G, 
ist, die Differentialgleichung (3) fiir alle Werte = be- 
friedigt und darum illusorisch wird. Fir diesen Fall folgt 
aus § 21, (22), daB die Abszissen der Fuf8punkte der 
kiirzesten Abstande fiir alle Nachbarstrahlen alle einander 
gleich werden und daher auch die beiden Grenzpunkte 
zusammenfallen. Diese speziellen Strahlensysteme, 
die durch (4) definiert sind, heiBen nach Ribaucour 
isotrope Strahlensysteme. Dieselben werden in § 26 
niher untersucht werden. Aus dem Gesagten ergibt 
sich der 

Satzl. In jedem isotropen Strahlensystem 
fallen die FuBpunkte samtlicher Minimalabstainde 
des Strahles (wu, v) von allen Nachbarstrahlen in 
Einen Punkt des Strahls, welcher der Mittelpunkt 
heiBt. In den Mittelpunkt fallen auch die beiden 
Grenzpunkte. 

Auch sieht man, daf bei isotropen Strahlensystemen 
jede Regelflache als Hauptflache angesehen werden kann. 

Besteht auBer (4) auch noch D’— Dj, so hat man 
nach § 22, Satz 1 ein isotropes Normalensystem. Fir 
jede der Orthogonalflachen fallen dann (vgl. § 22) die 
beiden Hauptkriimmungsmittelpunkte in den Mittelpunkt 
des zugehorigen Strahls. Diese Orthogonalflachen bestehen 
daher aus konzentrischen Kugeln und die Systemstrahlen 
sind die Radien dieser. 

Kehren wir zu den allgemeinen (nicht isotropen) 
Strahlensystemen zuriick, so definieren, wie obenausgefiihrt, 
die Gleichungen (3) ein reelles doppelt unendliches Kurven- 
system auf der Leitfliche. Wahlen wir dieses System 
als Parameterkurven der Leitflache, so miissen 
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in (3) die Koeffizienten von du? und dv® identisch ver- 
schwinden, d. h. es ist 


D'+D V2 
Oe ee 1, =0, 
} D+ Dj 
syne a *G,=0 
Hier muf8 nun entweder D:D” =E,:G, oder 
D'+ Di nigh: 5 
Fi= Laie 0 sein. Die erste Gleichung wiirde aber 


mit den zwei vorhergehenden auf die Gleichungen (4), 
also auf isotrope Systeme fiihren, die wir fiir die jetzt 
anzustellenden Betrachtungen ausgeschlossen haben. Es 
ist also fiir diese speziellen Parameterkurven 


(5) 2 == 0, D0. 
Die Gleichung § 21, (22) hat jetzt die Form 
2 It 7 2 
(6) pee a 
E,du? + G,dv? 


Hieraus folgt mit dv—0 bzw. du=—0 fur die Ab- 
szissen 7, und r, der Grenzpunkte 


ie ead oA | 
(7) deo) ast alas 
0 0 


Unter derselben Annahme (5) berechnen wir ferner 
nach § 21, (20) die Richtungskosinus /,, m,, n, und l,, 
M,, n, fur die Richtungen der kleinsten Abstande in den 
Grenzpunkten. Es folgt so mit dv=0 bzw. du=—0 und 
nach (5) 


ee Ca ice Seeman hd Oe 
mG. av 1 VG, ov 1 VG, ov’ 
Salix. nei? Se GL 


Te bu ™ Ve ou’ Va ou 
Aus diesen Gleichungen und aus (5) folgt 


1,1, m,m, + 1, n, = 0 
und der 
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Satz 2. Die Richtungen der ktirzesten Ab- 
stande in den Grenzpunkten eines Strahles etenen 
aufeinander senkrecht. |< We 

Die zwei Ebenen durch loa strani welche Moreh 
diese zwei kirzesten Abstinde gelegt werden k6nnen, 
heiBen die Hauptebenen des Strahles: die beiden 
Hauptebenen stehen daheraufeinandersenkrecht. 

Bezeichnet man mit w den Winkel, den der kleinste 
Abs tand dp des Strahles (wu, v) vom Strahl (w-+-du, v-+dv) 
mit dem kiirzesten Abstand im ersten Grenzpunkt (dv = 0) 
bildet, so hat man cos w=Il,-+-mm,--nn, und daher 
nach § 21, (20) 

(Oe i ye sin? w= Gy dv ae 
E,dwt G,dv’ E,dw + G,dv" 


Aus diesen Gleichungen und (6), (7) folgt die Hamil- 
tonsche') Gleichung 


(8) r=T, cos? w+ 7, sin? w 


§ 24. Abwickelbare Flichen, Brennpunkte der 
Strahlensysteme. 


Jede Gleichung von der Form 
(1) P(u, v) =0 
scheidet aus dem Strahlensystem oo! Strahlen aus; diese 
bilden eine Regelflache, vgl. § 21, (2). Gibt es unter 
diesen Regelflachen abwickelbare Flachen? 

Wir haben zu diesem Zweck die Bedingung aufzu- 
stellen dafiir, da8 der Strahl (uw, v) den benachbarten 
(u--du, v a dv) schneidet. 

Setzt man in § 21, (11) dp—O und multipliziert die 


Gleichungen der Reihe nach zuerst mit oS _ ca 


ax ay AZ ou du ou 


dann mit ie ee a0 * und addiert beidemal, so folgt 


wegen YS —= SX 


1) Vgl. die FuBnote 1) zu § 21, S. 91. 
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(2) D du+ D' dvu—o(£,du+ F,dv)—0, 
Didu+- D"dv—e(F,du+ G,dv)=0, 


wobei fiir ¢,, das bis auf eine unendlich kleine GréBe 
der ersten Ordnung gleich ¢ ist (vgl. § 21, 8. 94), © ge- 
setzt ist: @ bedeutet also die Abszisse des Schnittpunktes 
der beiden konsekutiven Strahlen. Eliminiert man aus (2) 
e, so folgt 


@) (D du+D' dv E,du+ F,do| 
‘Didut+D'dv F,du+G,dv 


Diese Gleichung driickt in der Tat nach § 21, (21) 
aus, daB dp—0O ist. Eliminiert man dagegen aus (2) 
du:dv, so erhalt man 


(4) 0 (BG, — Fo) —0[D" By —(D’ + Di) Fy + DG] 
+ DD’ —D' Di=0. 


Die Differentialgleichung (3) definiert auf der Leit- 
flache zwei Kurvensysteme: die Strahlen des Systems 
langs dieser Kurven bilden die abwickelbaren Flachen, 
deren Gleichungen (1) man durch Integration von (3) 
erhalt. Also : 

Satz 1. Die Systemstrahlen lassen sich in 
zwei (reelle oder imaginare) Scharen abwickel- 
barer Flachen zusammenfassen, derart, daB durch 
jeden Strahl zwei abwickelbare Flachen hindurch- 
gehen. 

Fiir einen Strahl des Systems gibt es daher zwei 
unendlich benachbarte Strahlen, die ihn schneiden: die 
Abszissen 0, und g, der beiden Schnittpunkte P, und P, 
sind die Wurzeln von (4). Diese Punkte nennt man die 
Brennpunkte des Strahles: fur ein optisches Strahlen- 
system sind die Brennpunkte die Orte groBter Licht- 
und Warmekonzentration, daher der Name. Die Brenn- 
punkte kénnen reell oder imaginar [z. B. bei den iso- 
tropen Systemen (vgl. § 26)] sein. Aus (4) und § 23, (2) 
folgt 
(5) Oe" 


ia ea 
Cree e/ 1 2 4(E,@, — F’) 


=. 
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Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 


D’— Di¥ 
(6) (,—7)§ (a — os = G ae 


Aus (5) ergibt sich, daB derMittelpunkt der Grenz- 
punkte mit dem Mittelpunkt der Brennpunkte zu- 
sammenfallt. Dieser Punkt heiBt daher der Mittel- 
punkt des Strahls und der Ort der Mittelpunkte die 
Mittelflache. Die Brennpunkte liegen innerhalb 
der Grenzpunkte, wie aus (6) und der Definition der 
Grenzpunkte hervorgeht. 

Die Brennpunkte fiihren noch zu zwei Ebenen, den 
Brennebenen: es sind die Ebenen durch den Strahl und 
die beiden benachbarten durch die Brennpunkte gehenden 
Strahlen. Um die Lage der Brennebenen zu den 
Hauptebenen (vgl. § 23), und den Winkel 2 der 
Brennebenen zu bestimmen, wahlen wir als Leitflache 
des Strahlensystems die Mittelflache. Ist d der Abstand 
der Grenzpunkte, 6 der Abstand der Brennpunkte, so ist 


d d. ) 6 
(7) eV ie ier of trer K ioe nee 
und die Hamiltonsche Gleichung § 23, (8) lautet 
(8) r= $008 20. 


Dabei bedeutet m den Winkel, den der kiirzeste Ab- 
stand entsprechend der Abszisse r mit dem kiirzesten 
Abstand im ersten Grenzpunkt (w= 0) bildet. Aus (8) 


erhalt man fiir o—0O, o=F o=F der Reihe nach 


d d 
ih hae Of r= abe d. h. den ersten Grenzpunkt, den 


Mittelpunkt und den zweiten Grenzpunkt. Sind nun a, 
und w, die Werte’) fiir w in den beiden Brennpunkten 


1) Auch bei den Brennpunkten kann von einer Richtung des 
kurzesten Abstands gesprochen werden, da dieser nicht gleich Null, 
sondern nur unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Die Rich- 
tungen der ktirzesten Abstiinde in den Brennpunkten stehen, wie man 
geometrisch leicht einsieht, auf den Brennebenen senkrecht. 
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é . 
Oiees gate — GAO ist nach (8) 


é 
(9) >= cos 20,3 — 5 = 00820. 


d 


Die Brennebenen bilden nun mit der ersten Haupt- 
ebene beziiglich die Winkel «, ie und w, + Se und der 


Winkel 22 der beiden Brennebenen ist daher gleich w,—a,. 
It 
2 
Brennebenen mit den Hauptebenen gleiche Winkel bilden. 


Aus (9) folgt w,-+-,—-=, woraus sich ergibt, daB die 


Ks ist weiter 2 = w, — w, = = 2m, und daher nach (9) 


(10) sin. 2 = 


Q| oa 


Satz 2. Der Sinus des Winkels der Brenn- 
ebenen ist gleich dem Verhaltnis des Brennpunkt- 
abstands zum Grenzpunktabstand. 
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Die Brennpunkte fiihren weiter zu zwei wichtigen 
Flachen, den Brennflachen — dem geometrischen Ort 
der ersten bzw. zweiten Brennpunkte. Die Brennflachen 
werden auch durch die Riickkehrkanten der beiden Scharen 
von abwickelbaren Flachen (vgl. § 24) erzeugt und zwar 
die erste Brennflache B,, durch die Riickkehrkanten der 
ersten Schar, die zweite B, durch die Riickkehrkanten 
‘der zweiten Schar. Diese Riickkehrkanten heiBen die 
Brennlinien. 

Zur weiteren Untersuchung legen wir als Leitflache 
die Mittelflache zu Grunde; dieselbe moge durch die 
Gleichungen «= 2 (u,v), y= y (u,v), 2=2(u,v) gegeben 
sein. Sind wieder X, Y, Z die Richtungskosinus des 
Strahls, z,, y,, 2, die Koordinaten des ersten Brennpunkts 
P,, der also ein Punkt von B, ist, und ebenso 2,, y,, 2, 
die Koordinaten des zweiten Brennpunkts P, (auf B,), 
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so lauten, wenn 6 wieder den Brennpunktsabstand be- 
deutet, die Gleichungen fir B, 


0) 6 6 
(1) a —=2-->5X, UT ed ee %4—=2+ 54 
und die Gleichungen fur B, 

) é 6 
(2) x, —=xz—ZX, Y= Y— GY; %—=2— 5G. 


Zur Vereinfachung setzen wir weiter voraus, daB auf 
der Mittelflache die Kurven, langs deren sich konse- 
kutive Systemstrahlen schneiden, die Parameter- 
kurven w= konst., v—konst. seien (s. Fig. 8). Die 
Strahlen langs der Kurven v= konst. bilden dann die eine 
Schar, die Strahlen langs der Kurven wu = konst. die andere 
Schar von abwickelbaren Flachen. Die Riickkehrkanten der 
abwickelbaren Flichen v= konst. erfiillen dann eine der 
Brennflichen, sagen wir B,, und die Kanten der Flachen 
u=konst. B,. Auf B, sind also die Kurven v= konst., 
auf B, die Kurven u— konst. die Brennlinien. Wir leiten 
nun zunaichst einige Sdtze fiir die Brennflachen ab. 

Jeder Systemstrahl ist Erzeugende der beiden durch 
ihn hindurch gehenden abwickelbaren Flachen und be- 
ruhrt daher die beiden Riickkehrkanten dieser, d. h. beide 
Brennflachenmantel: Das Strahlensystem besteht also aus 
der Gesamtheit der den beiden Manteln gemeinsamen 
Tangenten. Man hat somit den 

Satz 1. Jeder Systemstrahl berihrt B, und 
B, in den Brennpunkten P, und P,, und zwar be- 
rihrt er in P, die Brennlinie v—konst. von B,, in 
P, die Brennlinie u—konst. von B, (s. Fig. 8). Das 
Strahlensystem besteht daher auch aus der Gesamtheit 
der Tangenten der Brennlinien von B, (und ebenso 
von B,). 

Umgekehrt sieht man auch unschwer die Richtigkeit 
des folgenden Satzes ein: 

Satz 2. Die gemeinsamen Tangenten zweier 
Flachen bilden ein Strahlensystem, dessen Brenn- 
flachen eben die zwei Flachen sind. 

Nehmen wir weiter langs einer Kurve v—konst. der 
Mittelflache zwei konsekutive Strahlen, so ist die Ebene 


§ 25. Brennflichen. lll 


dieser zwei Strahlen (erste Brennebene) Schmiegungsebene 
der Brennlinie »—konst. durch P, in B,. Diese Ebene 
ist aber auch Tangentialebene 
von B, in P,. (In der Figur 
ist bei P, ein Teil dieser Tangen- 
tialebene schraffiert gezeichnet.) 
Wir haben also 

Satz 3. Die Schmie- 
gungsebene der Brennlinie 
v=konst. von B, in P, ist 
die Tangentialebene der 
Flache B, in P, und analog 
futep., dud Bb. P.. 

Satz 4. Die Schmie- 
gungsebene der Brennlinie 
in P, auf B, ist die erste 
Brennebene, die Tangential- 
ebene in P, an B, die zweite, 
ihr Winkel ist daher der 
Wirkel 2 der Brennebenen. 

Die Schmiegungsebenen der 
Brennlinie v — konst. von B, 
bilden eine abwickelbare Flache, 
die auch erhalten wird, wenn man 
alle Tangentialebenen an B, langs 
der Parameterlinie v—konst. 
von B, legt. Da nun die Er- 
zeugenden dieser abwickelbaren 
Flache die Schnittgeraden konse- 
kutiver Tangentenebenen von B, 
sind und die Richtung der Kur- 
ven u=konst. auf B, angeben, 
so folgt nach Rk. u. Fl. I. § 19, 
S. 96 
Satz 5. Die Parameter- 
linien bilden auf den Brenn- Fig. 8. 
flachen ein konjugiertes Sy- 
stem. Oder die beidenScharen von abwickelbaren 
Flachen schneiden jede der Brennflachen in einem 
konjugierten System. 

Weiter folgt aus Satz 4 
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Satz 6. In der spharischen Abbildung des 
Strahlensystems ist der Winkel der Kurven auf 
der Kugel, dieden Parameterkurvender Leitflache 
entsprechen, in jedem Punkt gleich dem Winkel 
Q der Brennebenen des betreffenden Strahles. 

Bemerkung. Der Leser bemerkt die grofe Ahn- 
lichkeit dieser Saitze mit den Satzen iber die beiden 
Mantel der Zentraflache (vgl. II. §5). In der Tat sind 
diese letzteren fiir das Normalensystem einer Flache iden- 
tisch mit den Brennflachen, da hier die abwickelbaren 
Flachen von den Flachennormalen langs der Krimmungs- 
linien gebildet werden. Fir ein Normalsystem ist weiter 
nach § 22, (4) D’=D{ und daher nach § 24, (6) 


d=o und nach § 24, (10) Q= >. Die Brennpunkte fal- 


len also mit den Grenzpunkten zusammen (es sind die 
Hauptkriimmungsmittelpunkte) und die Brennebenen 
(Hauptschnitte) stehen aufeinander senkrecht, woraus 
nach Satz 4 folgt, daB die Riickkehrkanten der abwickel- 
baren Flachen geodatische Linien desjenigen Mantels sind, 
den die Riickkehrkanten erzeugen (vgl. II. § 5). Umgekehrt 
ist jedes Strahlensystem, fiir das die Grenzpunkte 
mitdenBrennpunktenzusammenfallen, notwendig 
ein Normalensystem; denn mit d= 6 folgt aus § 24, (6) 
D'=D;, womit nach § 22, (4) das Gesagte bewiesen 
ist. Ebenso folgt, daB, wenn die Brennebenen eines 
Strahlensystems aufeinander senkrecht stehen oder (was 
auf dasselbe hinauskommt), wenn die Riickkehrkanten 
der abwickelbaren Flachen geodatische Linien des er- 
zeugten Brennflachenmantels sind, da das Strahlensystem 


notwendig ein Normalensystem ist; denn aus Q=%5 folgt 


= 0 und dann D’—Dy;. Es ist nun leicht zu sehen, 
wie man zu einer beliebigen Fliche S Strahlensysteme 
konstruieren kann, fiir die S ein Brennflichenmantel ist: 
Man nehme auf S als Parameterlinien ein konjugiertes 
System (vgl. Satz 5) und ziehe an die Kurven v = konst. 
die Tangenten. Fiir dieses Strahlensystem ist S der eine 
Brennflachenmantel; den andern erhalt man, indem man 
langs der Kurven wu — konst. die Tangenten an die Kurven 
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v—konst. zieht; denn die lings einer einzelnen Kurve 
u=—konst. gezogenen Systemstrahlen bilden nach der 
Grundeigenschaft konjugierter Richtungen (s. § 19, S. 96) 
eine abwickelbare Fliche. Ihre Riickkehrkante ist eine 
Kurve u—konst. auf der zweiten Brennfliche; diese letztere 
ist der geometrische Ort der Riickkehrkanten. Zugleich 
sieht man, da8 die Brennflachenmdntel nur dann 
zusammenfallen kénnen, wenn die Systemstrahlen 
Tangenten der einenSchar vonAsymptotenkurven 
einer Flache S sind; denn diese fallen mit dem konju- 
gierten System zusammen. 
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Wir untersuchen nunmehr die in § 23 definierten 
isotropen Strahlensysteme. Dieselben sind besonders 
wegen ihrer innigen Beziehung zu den Minimalflichen 
interessant. *) 

In einem isotropen Strahlensysteme fallen, wie in 
§ 23 ausgefiihrt wurde, fiir jeden Strahl die Grenzpunkte 
in einen Punkt zusammen, der der Mittelpunkt des 
Strahls hei®Bt. Die Leitflache sei die Mittelflache, 
d. h. der Ort der Mittelpunkte. Als Parameterlinien 
wahlen wir diejenigen Kurven der Mittelflache, deren 
spharisches Bild die Minimallinien der Kugel sind. Wir 
setzen also nach Rk. u. Fl. II. § 8, (17) 


(1) pant Pity yi! LE fem eat 


Nach II. § 8, (16) ist dann 


ox \? OA 2 
SF) —B=9. Dg er Po (1 uv)?’ 


Pa ae 


1) Vgl. die wichtige Arbeit von A. Ribaucour, ,, Etude des 
élassoides ou des surfaces & courbure moyenne nulle‘“‘. Mém. cour. 
Bruxelles, T. 44. 1882, p. 1—236. 


Kommerell, Spezielle Flaichen. 


(2) 


8 
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Da die Abszisse r des kiirzesten Abstands des Strahls 
(u, v) von allen Nachbarstrahlen Null sein muB8, so ist 
nach § 21, (22) 


D=0, D+D/=0, D’'=0 
oder nach § 21, (5) ausfihrlicher geschrieben 


OX 6x OX Ou OX 0x OX Ox 
(3) ouou ah eae eae ov av 


Aus diesen drei partiellen Differentialgleichungen 
hat man 2, y, z als Funktionen von wu, v zu bestimmen. 
Ehe wir an die Integration des Systems (3) gehen, 
wollen wir eine interessante Deutung der Gleichungen 
geben. Seien X, Y, Z fiir den Augenblick die Koor- 
dinaten einer beliebigen Flache S, x, y, z die einer 
zweiten Flaiche s und setzt man 


—=X-+ex, Y=—Y+ey, Z—Z lez, 


wo « eine sehr kleine, aber konstante GroBe ist, deren Po- 
tenzen von der zweiten an vernachlassigt werden koénnen, so 
bedeuten X’, Y’, Z’ die Koordinaten einer dritten Flache 8’, 
die von der Flache S nur wenig abweichen wird. Ist nun 
S’ auf S abwickelbar, so sagt man, daB S’ aus S durch 
eine unendlich kleine Verbiegung (oder durch 
infinitesimale Deformation) hervorgehe. 
Damit 8S’ auf S abwickelbar ist, muB 


dX’? + dY'?+ dZ’*—dX*?+ dY*?+ dZ 
oder 
2hX* = Sd X?+2SdX dx+ &Sdz? 
sein. 
Da «* gegen « vernachlassigt werden kann, so folgt 


(4) dX dx-+-dY dytdZdz=—0 

oder 
ies ox te bu ) 
a Ay Ot dv jute Aye == 0: 


Diese Gleichung muB aber fiir alle Werte von du, dv 
identisch erfillt sein, d. h. die Koeffizienten von du? 
dudv, dv*® missen einzeln verschwinden. Setzt man 
aber diese Koeffizienten Null, so erhailt man gerade die 
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Gleichungen (3). Der Gleichung (4) kann man nun 
folgende geometrische Deutung geben: Jedem Wertepaar 
(uw, v) entspricht ein Punkt von S und s, die Flachen 
sind also Punkt fiir Punkt aufeinander bezogen; der 
Fortschreitungsrichtung dX, dY, dZ in der Tangential- 
ebene des Punkts (wu, v) fiir die Flache S, entspricht die 
Richtung dx, dy, dz in der Tangentialebene des ent- 
sprechenden Punkts der Flache s. Die Gleichung (4) 
sagt nun aus, daB jedes Linienelement von S auf dem 
entsprechenden von s senkrecht steht. Man sagt: Die 
beiden Flachen S und s entsprechen sich durch 
Orthogonalitat der Elemente. Kennt man also eine 
Flache s, die der Flache S durch Orthogonalitaét der 
Elemente entspricht, so geben die Gleichungen 
A= ee, YoY ey es 

eine Flache 8’, die durch unendlich kleine Verbiegung 
aus S hervorgegangen ist. 

Kehren wir zu unserm speziellen Problem zuriick, 
so sieht man, da8B die Mittelflache jedes isotropen 
Systems der Kugel durch Orthogonalitat der 
Elemente entspricht. Da man nun die Gleichungen 
(3), wie wir sogleich zeigen werden, in allgemeinster 
Weise integrieren kann, so ist gleichzeitig die Aufgabe, 
die allgemeinsten unendlich kleinen Verbiegungen der 
Kugel zu finden, geldst.*) 

Zur Integration der Gleichungen (3) setze man in 
Ubereinstimmung mit der mittleren Gleichung (3) 


(5) TOR ae ARAL a=: 


wo eine noch unbekannte Funktion von wu, v ist, und 
differenziere die erste dieser Gleichungen nach wu, die 
zweite nach v; man erhalt so: 
ap @Xdx , yk Me 

Da 


ou u ov | Ou duov~ 


ov — ov ou dv dudv 
1) Wegen des Problems der unendlich kleinen Verbiegungen fur 


allgemeine Flachen verweisen wir den Leser auf die gréBeren Werke 
von Darboux oder Bianchi. 


(6) 


g* 


116 Strahlensysteme. 


Weiter differenziere man die erste Gleichung (3) 
nach v, die letzte nach w; es ergibt sich 


Cx Ox 


40 X C7 x 


GPC Bae 
Ou duav Beery ire rig or 


eX dx, 
OUdV OV 


Jetzt eliminiere man mit Hilfe dieser Gleichungen 


aus (6) die zweiten Ableitungen von x, y, z 


GRE Ea 


(7) uz ov 
o2X ou 


_in_ yk te 


Es folgt 
ox Ou 
CUCV OU 
o7X ou 
Buev dv 


* A 


Die Gleichungen II. § 4, (18), in denen die Groen 
usw. nach II. § 1, (23) (24) fir die Kugel zu 


Por To , 

berechnen sind, lauten hier 
eX 1 aX aF, 
uz =F, Ou Ou 
ox 

(8) Guov Sentee 
ox Lox ef, 


av Fy dv ev’ 


sowie die analogen fiir Y, Z. Man erhalt nun aus (7) 
und den letzten Gleichungen 


ap 1s OF, WX On 
ou =s Fs sow AR OO. Fy XS 
0p inven, Sree 
= Ope Ha ov — Dees PF, SxS 
oder nach ae 
Op __ bale as A Op YP oF, Ox 
au eae jo Fe be ne ook 
ae 
7 é & Ae segue (2) 
ax x= ou\F, > Se dv\F,/ 


Setzt man nun 
2) 4 Dp . F, ; 
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also nach (5) 


(9) ER a ae 


ou ov ae Ov Ou 


wo © eine noch zu bestimmende Funktion von wu, v ist, 
dann hat man 


Ox se Wes Ox a@ 
10 xX — sek PE rae: 
a) 2 ou du’ oe ov 
Die Gleichungen (9), (10) und die erste und letzte 
Gleichung (3) lése man nach aged, yak bzw. BrureY 
Ou OU OU dv Ov 
dz = 
= auf und erhalt so 
ov 
oe _y0® aX 
7 ou oe ou” 
ee He Da Ry OO Ox 
evs ov 
sowie die analogen Gleichungen fiir y, z. Setzt man 
die Werte fiir ae a usw. aus (11) in die genannten 
Gleichungen ein und he ie a (2) und die Identi- 
0X 
Be 2 — tm = 4 
taten x =| be Sas x me 0, so sieht man 


die Richtigkeit der Gleichungen (11) sofort ein. 
Damit nun die Gleichungen (11) integrabel sind, 


miissen die beiden aus (11) sich ergebenden Werte von 
2 


einander gleich sein, diese sind aber 


Ou ov 
a 0X 0B | y AH WD dX  y PX 
ouov dv du eudv av Ou Oudv 
x 0X0» PH aHOX PX 


~ @udv du ov!~ dudv du dv 0udv 
und man erhalt durch Addieren 
2 2 

oD fe o7xX 


guau—e awed 
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oder nach (8) 


(12) 


+ @.F,=0. 


Die Integration der Gleichungen (3) ist damit zu- 
riickgefiihrt auf die Aufgabe, das allgemeinste Integral 
von (12) zu finden. Kennt man dieses, so erhalt man 
aus (11) die Koordinaten (a, y,z) der Mittelflache 
des allgemeinsten isotropen Systems durch 
Quadratur. 

Zunichst sieht man, daB ®=—O0 ein partikulares 
Integral ist; dies fiihrt auf r—oa, y—/,z=—y, woa, B,y 
drei Konstante sind, die Mittelflache reduziert sich auf 
einen Punkt und das spezielle isotrope System besteht 
aus der Gesamtheit der Strahlen durch diesen Punkt 
(vgl. § 23, S. 104). 

Um zum allgemeinen Fall zuriickzukehren, so beachte 
man, dafi die Gleichung (12) mit der mittleren Gleichung 
(20) von II. § 4 iibereinstimmt, wenn man dort D’/—0 
und ©=—T' setzt. Man sieht daher, daB © den Abstand 
des Ursprungs von der Tangentialebene einer gewissen 
Flache M, bedeutet, fiir die H, —=G,— D’=—0 ist. Fir 
diese Flache M, ist aber nach II. § 4, (21) 


OuUdv 


(13) E=G=6 
und jetzt nach II. § 3, (16) 
(14) ba (). 


Diese Flache M, ist daher eine Minimalflache, 
die nach (13) auf ihre Minimallinien bezogen ist. 
Die allgemeinste Lésung fiir (12) ist daher 


(15) @—Xé,+Yn+Z6,, 


wenn é,, 7, ¢, die Koordinaten der allgemeinsten auf 
ihre Minimallinien bezogenen Minimalflache M, bedeu- 
ten. Die Formeln von WeierstraB § 4, (10) geben aber 
die allgemeinste Minimalfliche, womit die Aufgabe dieses 
Paragraphen im Prinzip erledigt ist. 

Ks zeigt sich nun, daB man fiir 2, y, z aus (11) 
eine sehr einfache Darstellung gewinnt, wenn man die 
Lésung (15) in (11) wirklich einsetzt. 
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Nach § 4, (15) und (1) dieses Paragraphen sind X, Y, Z 
die Richtungskosinus der Normalen fiir die Minimalfliche 


M, im Punkt (u, v) und es ist somit Zs ae Se x fo 
ee nach (15) 


o@d “ee.G oY c oZ 
(16) Ear Sosa ae ° Ou 
ODS as = #2 OF et. OZ 
ae? LOPES SL EPS 
Aus (11), (15) und (16) ergibt sich jetzt 
ra) oY ox 
ba to (X Gu 3 ees Sead 
Ce) eas 3 
Ox ox ee 0Z 
pour. (y-xR)+4 (Z ee ah 


Wir wenden nunmebr die Gleichungen IT. § 4, (10) 
an; dabei ist zu beachten, daB X, Y, Z die Koordinaten 
des spharischen Bildes der tiberall negativ gekrimmten 
Minimalflache M, sind und daher nach den Formeln II. 


§ 4, (9) a, —=—a—— X usw. ist. Man erhalt so: 
ee 
fe) yg EON EE erat 
ye x 5%, ye x 4% 


wie man iibrigens auch aus (1) direkt nachrechnet. Aus 
(17) und (18) ergibt sich 


On. =) 
Fa (loge — Gul” 
2% — i(c, 2 oY ac se 
ov Ou ° Ov 


Da nach (3) (x, y, 2) offenbar nur bis auf einen kon- 
stanten Faktor bestimmt sind, so konnen wir unbeschadet 
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der Allgemeinheit den Faktor i weglassen; es wird sich 
dann zeigen, daB, wenn (é,, 7, ¢,) die Koordinaten einer 
reellen Minimalflache sind, (x, y, z) ebenfalls reel] werden. 
Man hat jetzt 

o_aY +, 32 

du du au 

oe, OY | ou 

a0 00 an’ 


(19) 


oder integriert 
a= l,Y—n, Z— {(Y¥dt,—Zdn,), 
(20) y=§,Z—¢6,X— {(Zdé,—Xdz¢,), 
Ny A eg ae J(Xdng — ¥dé,). 
Sind nun (é, 7, ¢) die Koordinaten des Punktes 
(wu, v) einer beliebigen Minimalflache M, (&, 1,, €,) die 
Koordinaten der zu M adjungierten Minimalflache M,, 
so erhalt man nach § 6, (4) und (6) umgekehrt die ad- 
jungierte Flache zu M, dadurch aus M, daB man zu 
jedem Punkt von M den beziiglich des Ursprungs sym- 
metrischen Punkt sucht; die Koordinaten des Punkts 
(w, v) der zu M, adjungierten Minimalflache sind also 
—&,—n,—¢. Nach den Formeln von Schwarz [§ 7, (4)] 
ist also 
—d&=—Ydl,—Zdn,, —dyn—Zdéi,— Xd, 
—do—Xdn,—Ydé,, 
Man hat jetzt fiir die Mittelflache des allge- 


meinsten isotropenStrahlensystems die einfachen 
Formeln’) 


(21) y=n+&2—l,X, 


aus denen sofort folgt, daB die Koordinaten (x, y, z) des 
Punkts (w, v) der Mittelflache reell sind. Dabei ergeben 


1) Beziiglich dieser Formeln sowie des Inhalts dieses und des 
nachsten Paragraphen vgl. die Arbeit von K. Kommerell ,,Strahlen- 
systeme und Minimalflichen“*, Math, Ann. Bd. 70. (1911). 
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sich die Koordinaten (é, 7, 6) des Punkts (u, v) der 

Minimalflache M aus den WeierstraBschen Gleichun- 

gen § 4, (10). Aus eben diesen Gleichungen erhalt man 

auch die Koordinaten (&,, 7, ¢,) des Punkts (u, v) der 

zu M adjungierten Minimalflaiche M, nur hat man F(u) 

und @(v) beziiglich durch i F(u) und — 7 ®(v) zu ersetzen. 
Man hat so den 


Satz 1. Bedeuten (é, 7, ¢) die Koordinaten 
eines Punkts P einer beliebigen Minimalflache, 
(5, %, 9) die Koordinaten des entsprechenden 
Punkts P, der zu M adjungierten Minimalflache 
M, und (X, Y, Z) die Koordinatendes gemeinsamen 
spharischen Bilds B, so stellen die Gleichungen 
(21) die Mittelflache des allgemeinsten isotropen 
Strahlensystems dar; dabei bedeuten (a, y, z) die 
Koordinaten des Punkts Q der Mittelflache. Die 
Parallele durch Q mit der Flachennormalen im 
Punkt (&, 7, ¢) der Minimalflache M ist der durch 
Q gehende Systemstrahl des isotropen Strahlen- 
systems. 


Aus (21) ergibt sich nun 


(22) (2—— 6) (y — 7) ¥ J (2——f)Z— 0, 


woraus zu schlieBen ist, daB der Punkt Q der Mittelflache 
mit den Koordinaten (xz, y,z) auf der Tangentialebene 
der Minimalflache M im Punkt P liegt. Diese Tangential- 
ebene ist also die im Mittelpunkt @ des Strahls (u, v) des 
isotropen Strahlensystems errichtete Normalebene; nennt 
man diese Ebene die Mittelebene, die Enveloppe aller 
Mittelebenen die Mittelenveloppe des Strahlen- 
systems, so hat man den 

Satz 2. (Ribaucour.’) Die Mittelenveloppe 
jedes isotropen Strahlensystems ist eine Minimal- 
flache. In den Gleichungen (21) bedeuten (&, 7, ¢) 
die Koordinaten des Punkts (u, v) der Mittelenve- 
loppe. Umgekehrt kann jede Minimalflache als 
Mittelenveloppe eines isotropen Strahlensystems 
erzeugt werden, und zwar auf o® Arten. 


1) Vgl. die FuBnote auf S. 113. 
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Das Letztere folgt daraus, daB die Koordinaten &), 
No: Cy Mit additiven Konstanten behaftet sind. Es fragt 
sich jetzt umgekehrt, ob jedes Strahlensystem, dessen 
Mittelenveloppe eine Minimalflaiche ist, auch isotrop ist. 
Ohne naher auf diese Frage einzugehen, wollen wir nur 
historisch anfihren, da8B dies nicht der Fall ist, daB 
vielmehr jede Minimalflache Mittelenveloppe von einer 
sehr grofen Klasse nicht isotroper Strahlensysteme sein 
kann, ja sogar, daB jede Minimalflache als Mittelenveloppe 
von unendlich vielen Normalensystemen erzeugt werden 
kann. [S.z. B. § 33, 11h]. Dabei ist es interessant, daB 
den auf Rotationsflichen abwickelbaren Minimalflachen 
gewisse Normalensysteme zugeordnet werden konnen der- 
art, daB die Kriimmungslinien der Minimalflache, welche 
die Mittelenveloppe des Systems ist, den Kriimmungs- 
linien der Orthogonalflachen des Normalensystems ent- 
sprechen. Wegen der Beweise verweisen wir den Leser 
auf die in der FuBnote 1) von S. 120 genannte Arbeit. 

Die Formeln (21) gestatten nun eine einfache 
Konstruktion aller isotropen Strahlensysteme. 
Nach (21) ist 

2 (e@—)X=0, 2 (x— AE, —0. 


Behalt man die Bezeichnungen des Satzes 1 bei und ist 
O der Ursprung des Koordinatensystems, so bedeuten 
die letzten Gleichungen, daB PQ auf der Ebene OP,B 
senkrecht steht (vgl. Fig. 9), und zwar so, daB die Richtung 
OB zur Richtung OP, und zu der zu PQ durch den Ur- 
sprung parallel gezogenen Richtung ebenso liegt wie die 
positive x-Achse zur positiven y- und z-Achse. Dies sieht 
man sofort ein, wenn man durch stetige Abanderung OB 
mit der xz-Achse, OP, mit der y-Achse zusammenfallen 
la8t. Es fallt dann, wie die Formeln (21) zeigen, PQ mit 
der Richtung der positiven z-Achse zusammen. Nach- 
dem so die Richtung von PQ in der Tangentialebene 
von P an die Minimalflache M in einfacher Weise defi- 
niert ist, berechnen wir noch die Linge von PQ. 

Aus (21) und dem ersten Determinantensatz der Ein- 
leitung in Rk. u. FI. I. folgt 


xX ey 
PQ yee nes| ee 


Fi (oe Gye wags | 
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oder 
PQ? =ZJ&— (LE, X)?. 
Der Strahl OB mége die Tangentialebene an M, 
(in P,) in S treffen, dann ist OS = 2, X, d.h. gleich dem 
Abstand des Ursprungs von der genannten Tangential- 
ebene. Da weiter OP? =2& ist, so sieht man, daB 
PQ=P,S ist. Dreht man also P,S um P, in der Tan- 


gentialebene an M, um in dem oben angegebenen 


Sinn, so gibt die neue Lage 
von P,S die GroBe und 
Richtung von PQ an. 5 eS 
Zieht Heat durch Q die Aijung Minimalf che, 
Parallele zur Flachennormalen | 
in P, so ist diese der durch 
Q gehende Systemstrahl. 
Bemerkung. Fir die- 
jenigen Leser, die mit Vektor- 
analysis vertraut sind, mag Heugel{ BS ] 
bemerkt werden, daB die an- 
gegebene Konstruktion sich 
sofort ergibt, wenn man_be- 0 
achtet, daB der Vektor PQ Fig. 9. 
das vektorielle Produkt der 
beiden Vektoren OB und OP, ist und da8B OB ein Ein- 
heitsvektor ist. Man sieht auch, daB die Gleichungen (21) 
vektoranalytisch sehr einfach geschrieben werden k6énnen. 


§ 27. Untersuchung der Mittelfliche eines isotropen 
Strahlensystems. 


Zur Untersuchung der Mittelflache eines isotropen 
Strahlensystems berechnen wir zuerst nach Rk. u. FI. II. 
§ 2, (11) die Richtungskosinus a,, 6,, c, der Flachen- 
normalen im Punkt (u, v) der Mittelflache. Nach den 
Formeln (19) des § 26 erhalt man so 

ile OZ aX aX oY 

besoin (6 au °° a) (ne gy fe) 
ie XP ol (0k, a ox 
— (nex 8,2) (2,52 — 2,92) 


au au) \° aw ° On 
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oder 


Ga4, = 2/ 


OoYoZ oYeZ t ae = 
au ov 00 malt olo\au dv ov ou 


OX0Y oxo 
+865(% dv. aw bu 


oder nach den Gleichungen') (8) und (9) von II. § 4 
(1) a, 4, =— ft Fy 2 é, X 


sowie die analogen Gleichungen fiir 6, und c,. Aus (1) 
ergibt sich: a,:b,:c,—=):7%:¢ Wworaus folgt, daB die 
Flachennormale im Punkt Q (x, y, z) der Mittelflache pa- 
rallel lauft der Verbindungsgeraden des Ursprungs mit dem 
Punkt P, (&, 7, 69) der adjungierten Minimalflache M, [s. 
Fig. 9}. Da nun PQ auf OP, und damit auf der Normalen 
im Punkt Q der Mittelflache senkrecht steht, so bertihrt 
PQ nicht bloB die Minimalflache M im Punkt P, sondern 
auch die Mittelflache im Punkt Q. Hei8t man die Ge- 
samtheit aller Strahlen PQ kurz das Strahlensystem (PQ), 
so sieht man, daB die beiden Brennflachenmantel des 
Systems (PQ) die Minimalflache M und die Mittel- 
flache sind. 


Aus (1) ergibt sich noch 
(2) Ay = — Fo (2b) X)? 2&5. 


Wir berechnen weiter die FundamentalgréBen zweiter 
Ordnung D,, D,’, D,”, der Mittelfliche. Setzt man zur 
Abkiurzung 


Cy je we, @ 
(3) M ae eee 
5 1 
so ist nach (1) 
da ag 0M a 0& oM 
a Maa EET St IS 
1) In diesen Gleichungen ist «= — 1 zu setzen, da X,Y, Z die 


Richtungskosinus der Normalen der iiberall negativ gekriimmten Mini- 
malfliche M bedeuten. Ubrigens rechnet man aus § 26, (1) leicht direkt 
CaO Zi 0. Vaog 


h, dab ns 
So hare Soy pee f ON sO 


—iF )X usw. ist. 


(4) 
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la 


Mit Hilfe von IT. § 2, (13), '§ 26 (19) und den letzten 
Gleichungen folgt 


4%) aia oY am) =m Se, (22 LEMOS 6 


mr Cu Ou dudu 
o€& ‘a On oZ On,04 o06,0Y 
/=M 0 iV No _ 6 
23 a(t >0 By ie, yA dv Ou dv!’ 


0& oY oZ On,On OCC.0oY 
Ee 7). M SN! *( =e! )=M (Fe pa 0 
: oe So ov 103% 2/60 dv dv av Ow) 


Man rechnet nun leicht nach, daB 
an, 9Z al aY 


ou du du bu AO) 
a an, 2Z  at,a¥ 

Ce Oe. bu-ev 47 

dg0% oY __ x wy) 


ov Ow Ov Ow 


ist, wobei F'(w), ®(v), die in den Formeln von Weier- 
straB § 4, (10) gebrauchten Funktionen sind. Zwei zu (5) 
analoge Systeme erhalt man durch zyklische Vertauschung 
der Koordinaten. Aus (4) und (5) folgt jetzt 


(6) D,=M-F(u) 5é,X, Di=0, Di =M:G(v) Fé, X 


Nach II. § 3, (7) erhalt man als Differential- 
gleichung der Asymptotenlinien der Mittelflache 


(7) F (u) du? + &(v) dv? = 0. 


Dies ist aber nach § 4, (18) zugleich die Differential- 
gleichung der Asymptotenlinien der Minimalflache M. 
Man hat daher den 

Satz (von Ribaucour?). Den Asymptotenlinien 
der Mittelflache jedes isotropen Strahlensystems 
entsprechen die Asymptotenlinien derjenigen 
Minimalflache, welche die Mittelenveloppe des 
Systems ist. Man erhalt daher die Asymptoten- 
linien der Mittelflache jedes isotropen Strahlen- 
systems durch Quadratur. 


1) A. a. O. 


IX 4 GIO 
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Das oben betrachtete Strahlensystem (PQ) ist nun 
ein solches, fiir das die Asymptotenlinien der Brennflachen- 
mantel einander entsprechen. Solche Strahlensysteme 
nennt man W-Strahlensysteme (vgl. § 29) in Analogie 
mit dem Falle der Normalensysteme dieser Art (vgl. §2 
Satz 1), wodie Orthogonalflachen W-Flachen sind. Man 
kann also sagen: das System (PQ) ist ein W-System. 

Wir berechnen endlich nach II. § 3, (15) das Kriim- 
mungsmaB k, fiir den Punkt Q der Mittelflache: 


M?F(u) P(E X) FOF (u) P(v) (SEX) 


Bias x AS 
oder nach (2) 
F(u) &(v) 
© hn — SEP 


Beachtet man, daf nach § 4, (16) und (20) das Kriim- 
mungsma8 & im Punkt P der Minimalflache M sich aus 


Wear) 

F (u)- B(v) 
ergibt, und da (2 &)? die vierte Potenz des Abstandes 
ry des Punktes P, der adjungierten Minimalflache vom 


Ursprung O bedeutet, so folgt die merkwirdige Glei- 
chung 


1 
(9) kk 


bes 


Diese Gleichung ist das Analogon des Halphenschen 
Satzes (§ 2, Satz 2) fiir die Zentramantel einer W- 
Flache. Es gilt tberhaupt fiir jedes W-System (wegen 
des Beweises vgl. § 29) der 

Satz. Bei jedem W-Strahlensystem ist das 
Produkt der KriimmungsmaBe der beiden Brenn- 
flachenmantel in zwei entsprechenden Punkten 
gleich dem reziproken Wert der vierten Potenz 
der Entfernung der Grenzpunkte. 

Nach diesem Satz sieht man, da8 in dem W-System 
(PQ) die Entfernung der Grenzpunkte r—OP, ist, wie 
man ubrigens leicht auch mit Hilfe der Formeln der 
letzten Paragraphen direkt beweist. 
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§ 28. Formeln fiir die beiden Brennflichen eines 
allgemeinen Strahlensystems. 


Wir kehren nunmebr zu den in § 25 definierten Brenn- 
flachen eines allgemeinen Strahlensystems zuriick und 
wollen fiir diese die sechs FundamentalgréBen berechnen. 
Wir werden so zu neuen wichtigen Klassen von Strahlen- 
systemen gelangen. 

Als Leitflache des Strahlensystems wahlen 
wir die Mittelflache und als Parameterlinien u, v 
die Kurven, langs deren konsekutive System- 
strahlen sich schneiden. Die Strahlen langs einer 
der Kurven v—konst. bilden dann eine abwickelbare 
Flache, deren Ruckkehrkante (Brennlinie) auf dem ersten 
Brennflachenmantel B, liegt (s. Fig. 8). Analog erzeugen 
die Strahlen langs einer der Kurven u=konst. eine ab- 
wickelbare Flache, deren Riickkehrkante auf B, liegt. 
Ist o die Abszisse des ersten Brennpunkts, der also auf 
B, liegt, so erhalt man als Gleichungen der beiden 
Brennflachen 


(1) r=“ eX, ¥,=y+eY, Z—=2z2-+ oF, 
(2) %,—«t—oX, y,=—y— oY, %=2—oF. 


Dabei bedeuten (z, y, z) die Koordinaten des Mittelpunkts, 
(%,, Y%, %,) die Koordinaten des ersten, (x,, y,, 2,) die 
des zweiten Brennpunkts fir den Strahl (uw, v). Nach 
§ 21, (6) haben wir fiir das Linienelement des spharischen 
Bildes des Strahlensystems 


d= Sd X*—H, dw 4 2F dudv-+G,dv* 
und fir den Winkel2 der Parameterkurven auf der Bild- 


kugel, der nach § 25 Satz 6 gleich dem Winkel der Brenn- 
ebenen ist, nach Rk. u. Fl. II. §1, (20) 


| ee A 
(3) cos Q—> Bo 3 sin Q — VEG ee = =o C 
VE, G, VE, Gy VE, Gy 


Ehe wir nun zur Bildung der sechs etwa auf B, be- 
ziiglichen FundamentalgréBen schreiten, mussen wir zuerst 
die Bedingung ausdriicken, daB die Strahlen lings der 
Kurven u = konst., v—konst. je eine abwickelbare Flache 
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bilden. Zu diesem Zwecke beachte man, daB der Strahl 
(u, v) mit den Richtungskosinus (X, Y, Z) die Brenn- 
linie v—konst. im Punkt (a,, y,, 2,) von B, bertihrt 

ax, CY, 


und demnach die Richtungskosinus X, Y, Z mit ea 


oa proportional sein miissen. Hs ist daher 


0X, 0% GX eXO0g 


ea AX, 
(4) ou Ou re OU ar OU 
Ox 0x aX Xdeo 
5 ane ee eae rte 
(5) Sie eb av ye 


wobei (5) ausdriickt, daB der Strahl (uw, v) die Brenn- 
linie w=konst. von B, beriihrt; 2 und w sind Propor- 
tionalitatsfaktoren. Fir y und z gelten die entsprechenden 
Gleichungen. Um die GréBen 4, uw, @ zu bestimmen, 


setze man die beiden aus (4) und (5) sich ergebenden 
2 


Ont 
Wert : 
erte von eae 


einander gleich. Es ist nun 


ax G0 0X , AXde@ Ck Gilt) ox od 
Rabo de bu. Ae Fase SEDO Ie Gane ee 
Cr COOX , 0X do CO Mee ao 

BupPD AD be | OU aE UC oubOT tue ee 


Addiert man diese beiden Gleichungen und beachtet, 
daB fiir die Bildkugel nach II. § 4, (18) 


ox Ox ,oxX 
ie dudo PO Gy 1 Gy — PoX 
ist, so folgt 
=| =) = 4 & On VoD 
heaton | Rese pa Me eae RS Satna 
(7) ov pul oa oe ls ov Ou rae 


Oa. ,oX 
=20 (pi) +46 FX). 


Multipliziert man (7) zuerst mit ay 
u 


und endlich mit X und addiert die analogen Gleichungen 
in Y und Z in allen drei Fallen, so folgt 


dann mit es 
Ow 
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dQ é ' / 
B,(1— 258) — B, (u+-222)—20 (95 By +-.95-Fo) 


do é , , 
(8) @,(2—25°) — F, (u + 222) —20 (ps F, + 46 Gy), 
2 
oA ou Ho 


dv du ues: Aah 
Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich 
00 r de 
9 Peay nee a eae Eo ee 
(9) 0 Gor eos 2¢po— 2 


und wenn man diese Werte fiir 4 und wu in die letzte 
Gleichung (8) einfihrt. 


00 00 0 dp , 2q0 
10 Lee 1 gf 28 
uD) anon | ay * ay re Ou Sia oian o 


Dies ist die Bestimmungsgleichung fir 0. 
Endlich folgt aus (4), (5) und (9) 


e J Gols shod 
me ae ae arr 


Diese Entwicklungen verdankt man Guichard.') Die 
Guichardschen Gleichungen (10) und (11) geben 
die Losung der Aufgabe, bei gegebenem spharischem 
Bilde der abwickelbaren Flachen die zugehorigen 
Strahlensysteme zu bestimmen. Denn sind X, Y, Z 
gegebene Funktionen von u,v, so hat man aus (10) die 
allgemeinste Losung fiir @ zu entnehmen, worauf aus (11) 
die Koordinaten x, y, z der Mittelflache sich durch 
Quadratur ergeben; die Gleichungen (11) sind namlich 
integrabel, da aus dem Gang der Entwicklungen erhellt, 
daB die Gleichung (10) die Integrabilitatsbedingung fiir 
das System (11) ist. 


1) Surfaces rapportées a@ leurs lignes asymptotiques et congru- 
ences rapportées & Jeurs développables (Annal. Scientif. de l’Ec. Norm. 
Supér., t. VI, 3e série). 


Kommerell, Spezielle Flichen. 


9 
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Aus (1) erhalt man nun 


0%, O% 
ev. av 


ox 6Q. 
re dv 1 aoe 
In diese Gleichung und in (4) setze man aus (11) 


die Werte von ae und ae ein und erhalt 
Ou Ov 


(12) 


Aus (12) lassen sich die Fundamentalgr6éBen £,, 
F,, G, fir den ersten Brennflachenmantel B, be- 


’ rechnen. Man erhalt 


de\? ’ porate 
B, = 4(ogs +22) , F.=—4op0(095-+ 5°) 
(13) 
2! | BoN2 
G, = 40° (po? + G,), A\=E,G,—F; =169°G,( og6-+5°) ; 


Aus (1), (2), (4) und (5) folgt, daB man die Funda- 
mentalgroBen E,, F,, G, fir B, dadurch erhalt, daB 
man u mit v vertauscht und —o statt 0 setzt. Es ist 
so nach II. §2, Anm. S. 18 


! a ' 0 
(14) 2 == 40 (G07 ase) F,=—40q6 (ers+5°), 


' 00 2 2 2 , Ce = 
G,=4 (opi tise | » d,—E,G,—F,—=169" E, eporrs, : 


Um auch die FundamentalgréBen zweiter 
Ordnung fiir den Brennflaichenmantel B, aufzustellen, 
haben wir nach II. § 2, 13 zunaichst die Richtungskosinus 
a,, 6,, c, fiir die Normale der Fliche B, im Punkte (wu, v) 
zu bilden. Diese ist nach § 25, Satz 3, parallel der 
Binormalen der Kurve w—konst. von B,, steht also 
senkrecht auf zwei konsekutiven Tangenten derselben, 
d. h. es bestehen die Gleichungen 


a,X +b, Y +¢Z2=0, 
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6. tage Fe in 


Aus diesen Gleichungen folgt nach I. Kinl. (16) und 
15) und wegen aj-+-bi-+c?—1 


Fn AS 
15 Les ae 
(15) UN et roe 


Aus (15) ergibt sich durch Ableiten nach uw und » 


ea VG. OYoZ  3Z0a¥ eZ orY 
G 1 es ae ee, — , 
VG, ° Ou Bo ou éudv ou ar dudv o iee 


VG, +a AES y?Z_g#¥ 
a, 


ov" ev 


oder he den Gleichungen II. § 4, (8)1) und II. 
§ 4, ( 


VG,c8 +a ee X4+p (re —2e) 
(16) +87 599) = 
ee lle p(y — 22) 
+95 (Yo et — 2) =F 


wobei wir die rechten Seiten dieser Gleichungen abkiirzend 
mit R, und RF’, bezeichnet haben. 


Die analogen Gleichungen fir b, und c, erhalt man — 
aus den letzteren durch cyklische Vertauschung von X, 
Y, Z. Aus (16) folgt nun 


1) Ob in diesen Gleichungen fiir ap, bo, co die Werte + X, + Y, 
+Z oder — X, — Y, —Z zu nehmen sind, kann in diesem Falle 
nicht entschieden werden. Wir haben tiberall die ersten Werte ge- 
nommen; hiatten wir das andere Vorzeichen gewahlt, so wiirde das 
Folgende dennoch keine wesentliche Anderung erfahren haben. 


9* 
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4 - 
— qh — == 9 A 
an SIR, X=A,, YR qo Ay, Deli po A,, 


D> B,X=0, gum + qi A, yR ap, 


Die Richtigkeit dieser Gleichungen sieht man ein, 
wenn man beachtet, da identisch 


oZ oY 
Dx 2 ~)= yx(ve—22 aa) 
BP Oe VA . PD Ch ys oY 

= Se (2 wD we Yoo 4 ae : 


ist, da jede Summe sich als Determinante mit. zwei 
gleichen Reihen darstellen l48t. AuSerdem ist nach II. 


§ 2, (10) yx (GES a, Aus (12) und (16) 


ou ov ov ou 
folgt nun mit Benutzung von (17) 


—— Oa, Ox , Te) ’ dQ 
VES 5a pat = 2 (096+ 5) BX 244(095-+22), 
~ Ya, OX 
(18) VG, ott 2(o a +52) SiR EX= =: 


Ax ya, Ox 
VG, Day Gy OPO Ba X +20 DR, “* = 20p6, 


Die rechte Seite der dritten Gleichung formen wir 


noch etwas um. Aus (3) bilden wir das Differential von 
tg 2 und erhalten 


Qo —7o44,—4,4F,  Fy(E,dG,—G,dE,)—28,G,dF, 


E.G, 2H, G, Ae 
oder 
ae an Ay % | Ay po | A, po A qo 
(19) io—(“ | yaw ! & ra }de. 


Hieraus folgt mit Benutzung von (3) 


Me V8 Ge + —— ve, 02 4 1/% isin), 
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Setzt man diesen Wert in die dritte Gleichung (18) 


ein, so folgt aus (18) nach IT. § 2, (13) fiir die Fun- 
damentalgréB8en zweiter Ordnung von B, 


mee Jue 
D,=— 2VE, sin 2 {oa at seh, 
(20) Di = 0, 


Di=20VG, {- aoe Ves qisin 2}. 


Vertauscht man wie oben u mit v und zugleich o 
mit —go, so erhalt man fiir die FundamentalgréBen 
zweiter Ordnung von B, 


wld 7 2 V ae 
D, = — 20VE, \— ae G, sin Ql, 
(21) D; = 9, 
Di = 2VG, sin fops-+ 5 ae 
Die Gleichungen D’,—0, D’,—=0 driicken nach II. § 3, 
Satz 1 den in § 25 gefundenen Satz 5. aus, daB die 


beiden Scharen von abwickelbaren Flichen auf jeder der 
Brennflachen ein konjugiertes System ausschneiden. 


Nach der Formel IT. § 3, 15 erhalt man endlich mit 
Hilfe von (20) und (13) baw. (21) und (14) fiir das Krim- 
mungsmaB k, und k, von B, und B, 


Ve sin ae 20 Ve go sin na} 
40 tof? 4 az aa 


—_ Vemote eave pisin a} 
10 {22 + eb} 


(22) 
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§ 29. Die Strahlensysteme von Weingarten und Waelsch. 


In § 2, Satz 1 hat sich ergeben, daB fiir eine W-Flache 
den Asymptotenkurven des ersten Zentramantels die 
Asymptotenkurven auf dem zwéiten entsprechen, und um- 
gekehrt, daB, wenn in einem Normalensystem die Asym- 
ptotenkurven auf den beiden Brennflachen sich entsprechen, 
die Orthogonalflachen W-Flachen sind. Der in § 2 ab- 
geleitete Satz von Halphen zeigte, daB zwischen den 
KrimmungsmaBen der beiden Zentramanteleiner W-Flache 
in entsprechenden Punkten eine einfache Beziehung besteht. 
Eine dem Halphenschen Satz analoge Beziehung fiir die 
Kriimmungsma8e der beiden Brennflachenmantel gilt nun, 
wie Ribaucour’) zuerst gezeigt, fiir eine viel allgemeinere 
Klasse von Strahlensystemen, namlich fiir alle die, fur 
welche die Asymptotenkurven der beiden Brenn- 
flachenmanteleinanderentsprechen.’) Diese Strah- 
lensysteme nennt man Weingartensysteme oder 
kurz W-Systeme, weil fir ein mapa eo die 
Orthogonalflachen W-Flachen sind. 

Die gedachte Beziehung folgt leicht ans den Formeln 
des § 28; denn sollen sich die Asymptotenkurven auf B, 
und B, entsprechen, d. h. soll die Differentialgleichung 
der Asymptotenlinien fiir den einen Mantel mit der Diffe- 
rentialgleichung fiir den andern Mantel bis auf einen von 
du, dv unabhangigen Faktor identisch sein, so mu8 


(1) Dee Di == Deeps 
sein. Aus § 28, (20)—(22) folgt 
sin 2 
ze = ( )- 


Nach § 24, (10) ist aber der Abstand d der Grenz- 


punkte gegeben durch 
a ee 


sin 22 


1) Vgl. die § 26 zitierte Arbeit von Ribaucour §S. 113. 

2) Unter zwei entsprechenden Punkten sind nattirlich die Punkte 
zu verstehen, in denen ein Strahl den einen und den andern Brenn- 
flachenmantel beriihrt oder auch die beiden Punkte, die denselben 
Werten (u, v) entsprechen. 
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und man hat daher die Beziehung 
2 1 
(2) k, k, = ds 


Diese Gleichung geht fiir ein Normalensystem unmittelbar 
in die Gleichung (3) des § 2 iiber, welche den Halphenschen 
Satz darstellt (vgl. auch das spezielle-W-System in § 27). 

Man erhalt fiir eine zweite Klasse von Strahlen- 
systemen eine der Gleichung (2) analoge Beziehung, 
namlich 


1 
(3) k, k, ———— d* 
wenn man statt (1) voraussetzt, daB 
(4) yD : Di’ =— D,: Dy 


ist. Diese Strahlensysteme hat Waelsch') angegeben. 
Der Gleichung (4) kann man eine einfache geometrische 
Deutung geben. Die Differentialgleichung der Pallas 
ptotenkurven auf B, ist 


D, du? + Dj dv? = 0, 
diesen entspricht nach (4) auf B, ein Kurvensystem, 
dessen Differentialgleichung 


2 


ist. Nach Rk. u. Fl. IT. § 3, (4) schlieBt man aber, daB 
dieses Kurvensystem ein konjugiertes von B, ist. Die 
Strahlensysteme von Waelsch sind also dadurch 
charakterisiert, daB den Asymptotenkurven auf 
dem einen Brennflachenmantel ein konjugiertes 
System auf dem andern Mantel entspricht und 
umgekehrt. 


§ 30. Guichardsche Strahlensysteme. Guichardsche 
und Vo8’sche Flachen. 


Da die abwickelbaren Flachen jedes Strahlensystems 
die beiden Brennflachenmiantel nach konjugierten Kurven- 
systemen schneiden, so liegt es nahe zu untersuchen, bei 
welchen Strahlensystemen die abwickelbaren 


1) Comptes Rendus de |’Académie, Paris 118, 1894 (736—738). 
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Flachen beide Brennflaichenmantel nach Krim- 
mungslinien schneiden. Diese speziellen Systeme 
heiBen Guichardsche’) Strahlensysteme. 


In diesem Falle muB 
oa 0, 0 ==0 
sein. Aus § 28, (13) und (14) folgt 
(1) po==0, go= 0; 


6 a : 
denn oqo + ae und ebenso ep +- = k6énnen nicht ver- 


schwinden, da sonst 2, —0, G,—0 ware und dann z. B. 
auf B, fir die Kurven v—konst. ds—0 folgen wiirde. 
Dies wiirde bedeuten, daB der Brennflaichenmantel B, in 
eine Kurve degeneriert ist. SchlieBen wir dies also aus, 
so sieht man, daB die Gleichungen (1) die Guichardschen 
Systeme charakterisieren. Um diese Gleichungen geo- 
metrisch deuten zu konnen, stellen wir nach Wein- 
garten Gleichungen her, welche die GroBen p, gq, p’, q’ 
usw. einer Flache mit den fiir die Bildkugel gebildeten p,, 
Yo usw. verkntpfen. Diese auch sonst niitzlichen Bezie- 
hungen erhalt man dadurch, da man die Gleichungen 
Rk. u. Fl. II. § 2, (13) partiell einmal nach uw, dann nach 
» differenziert, die zweiten Differentialquotienten von z, 
y, 2 aus II.§ 2, (23) und die von X, Y, Z aus II. § 4, 
(18) durch die entsprechenden Werte ersetzt. Es folgt so 


oD : 
by PP TID + PP + IoD", 


aD , 'TNY/ , Li 

Pa yD+ aD + psD+ gD; 
0D’ 
Ou 
oD' 'Ty ‘he " ttry 


= pD'-+qD" + pD-+ gD, 


1) Vgl. Guichard a. a. O. 
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6D’ U , U / “ 
aD’ Mt , , , , ” 


r) TB 


(2) 
| Sy PD + YD" + psd! + aD”, 


eD” 
pp" p'D' + q’D” 4- po D' ope qo D". 


Wir bemerken nebenbei, dai man hieraus die Mainardischen 
(Codazzischen) Gleichungen II. § 17, (1), (2) erhalt, wenn man von 
der zweiten Gleichung die dritte und von der siebenten die sechste 
abzieht. Zieht man anderseits von der zweiten die fiinfte und von 
der siebenten die vierte ab, so erhalt man genau dieselben Gleichungen, 
nur statt den GroBen p, g usw. die Groen po, g usw. Diese letzteren 
Gleichungen kénnen zur Bestimmung von D, D’, D” dienen, wenn 
X,Y, Z als Funktionen von wu, v bekannt sind, also die sphirische 
Abbildung der Flache gegeben ist. 

Wir wollen nun, um zu unserer Aufgabe zuriickzu- 
kehren, die Parameterlinien (uw, v) des spharischen Bilds 
des Guichardschen Strahlensystems als die Bildkurven 
der Asymptotenlinien einer gewissen Flache S ansehen. DaB 
dies moglich ist, wird sich sogleich ergeben. Fir diese 
Flache ist also 


(3) Den 0 == 0 


und auBerdem bestehen die Gleichungen (1). Aus der 
dritten und sechsten Gleichung (2) folgt jetzt 


6 log D’ Glog Dir ty, 

(4) OE hae os — 7's 
Aus (1) und II. §1, (25) ergibt sich aber 

dlogA élogA__, 

(5) are Gye 


wenn man noch beachtet, daB nach der zweiten und 
siebenten Gleichung (2) wegen (1) und (3) p’—q = 0 ist. 
Aus (4) und (5) folgt 
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wo a eine Konstante ist, und fiir das Kriimmungsma8 
k der Flache S nach II. § 18, (11) 


oS 2 
k=—2?, 


d. h. die Flache S ist eine Flache von konstantem nega- 
tivem KriimmungsmaB. 

Geht man umgekehrt von einer auf ihre Asymptoten- 
linien bezogenen pseudosphiarischen Flache (k= — 1) aus, 
so erhalt man nach I!. § 18, (50), sowie II. § 4, (6) und 
II. § 3, (15), (16) 


(6) Bo=1, -f,=— cos 2a, Gl—1, 


wobei 2m der Winkel der Asymptotenkurven der Flache 
S ist und nach II. § 18, (51) der partiellen Differential- 
gleichung 

a? 2m : 
(7) sudo om 20 
geniigt. Aus (6) folgt jetzt umgekehrt (1); man hat daher 
den 

Satz 1. Die Guichardschen Strahlensysteme 
sind diejenigen, fiir welche das sphiarische Bild 
der abwickelbaren Flichen mit dem der Asym- 
ptotenlinien einer pseudosphiarischen Fliche zu- 
sammenfallt. 

Die Gré8en (6) sind nun zugleich die Koeffizienten 
des Linienelements fiir die sphirische Abbildung des 
Guichardschen Strahlensystems. Den Winkel 2 der 
Kugelkurven (w,v) erhilt man aus § 28, (3); es folgt 
cos 22 = — cos 2a, also 


(8) Q=-+(x— 2a). 


Die partielle Differentialgleichung § 28, (10), der o 
genigen mu, lautet nun wegen (1) und (6) 


(9) = -== eE Cos 2. 

Die Bestimmung des allgemeinsten Guichard- 
schen Strahlensystems gestaltet sich daher wie 
folgt: Man beziehe die allgemeinste pseudospharische 
Flache S auf ihre Asymptotenlinien (u,v) und berechne 


§ 30. Guichardsche Strahlensysteme. 139 


den Winkel 2 der Asymptotenkurven sowie die Richtungs- 
kosinus X, Y, Z der Flichennormalen im Punkt (u, v) 
als Funktionen von (wu, v); die Funktion 2m wird dabei 
die Gleichung (7) identisch befriedigen. Hierauf entnehme 
man aus (9) die allgemeinste Lésung fiir @ und fiihre 
diese in die Gleichungen (11) des § 28 ein, worauf sich 
die Koordinaten 2, y, z der Mittelflache des Gui- 
chard-Systems ergeben. Diese Gleichungen lauten 
wegen (1) 


——X--—¢-—> 
ou ou ou 
10 
oe _ 6% yo —~« ax 
Sea MN dee 


Wir wollen nun jeden Brennflachenmantel eines 
Guichardschen Strahlensystems eine Guichardsche 
Flache nennen. Das Guichardsche Strahlensystem 
besteht aus den sdmtlichen Tangenten der Kriimmungs- 
linien v—konst. der Guichardschen Flache B, (oder 
der Kriimmungslinien «= konst. von B, s. Fig. 8, 8. 111). 
Konstruiert man fiir B, den Zentramantel C, beziiglich 
der Kurven v=—konst. von B,, so ist nach II. § 5, 8. 39 
die Normale im Punkt (wu, v) von C, mit der Tangente an 
die Kriimmungslinie v—=konst. von B,, d. h. mit dem 
Systemstrahl parallel. Der Zentramantel C, und die 
pseudospharische Flache S sind daher durch parallele 
Normalen aufeinander bezogen. AuSerdem folgt aus IT. 
§ 5, S. 39, daB die Kurven (wu, v) auf C, ein konjugiertes 
System bilden und da8 die Kurven v = konst. geodatische 
Linien sind. Man kann nun zeigen, daB auchdie Kurven 
u=konst. aufC, geodatische Liniensind. Die Flache 
C, ist nimlich nach dem Gesagten durch die Gleichungen 
[vgl. (1)] 


charakterisiert. Aus der dritten und sechsten Gleichung 
(2) folgt aber fir C, 
q=0, p =0. 
Nun sieht man, daB& die Differentialgleichung fur die 
geodatischen Linien II. § 15, (3) erfillt wird einerseits 
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durch dv—0, g— 0, andererseits durch du—0, p’—0, 
womit das Gesagte bewiesen ist. Die Flache C, besitzt 
daher ein konjugiertes System,, dessen samtliche 
Kurven aus geodatischen Linien bestehen, solche 
Flachen nennt man nach VoB,") der diese zuerst unter- 
sucht hat, VoBsche Flachen; dieselben sind durch 
(11) charakterisiert. Man hat so den 

Satz 2. Fir jede Guichardsche Flache ist der 
eine Zentramantel eine VoBsche Flache. 

Umgekehrt sieht man leicht ein, wie man zu einer 
VoB8schen Flache eine zugehdrige Guichardsche erhalt; 
man ziehe z. B. an alle Kurven v= konst. des geodatisch- 
konjugierten Systems die Tangenten und suche die Ortho- 
gonalflachen dieses Strahlensystems; diese sind dann not- 
wendig Guichardsche Flachen. (Ebenso fir die Kurven 
u—=konst.). DaB in der Tat diese Strahlen ein Normalen- 
system bilden, folgt aus § 25 Schlu8. Das iibrige ergibt 
sich leicht aus den oben angegebenen Eroérterungen. 

Wir wollen nun weiter zeigen, wie man ausgehend 
von einer VoBschen Flache, die man als bekannt voraus- 
setzt, unendlich viele Guichardsche Strahlensysteme 
herstellen kann. Zu diesem Zwecke beachte man, daB 
die mittlere Gleichung (20) von II. § 4 fiir eine VoBsche 
Flache nach (11) und (6) lautet 

eT 
(12) Spare rt cos2a. 

Vergleicht man diese Differentialgleichung mit (9), so 
sieht man, daB 7’, d. h. der Abstand des Ursprungs von 
der Tangentialebene im Punkte (u, v) der Vo8schen 
Flache ein partikulares Integral von (9) ist. Da aber 
nach II. § 2, 8.18 die FundamentalgréBen unabhingig 
von der Lage des Koordinatensystems sind, und daher 
die Gleichungen (11) fortbestehen, auch wenn die VoB- 
sche Flache auf ein anderes Koordinatensystem bezogen 
wird, so sieht man, da der Abstand 7’ eines beliebigen 
Raumpunkts von der Tangentialebene (u, v) der VoB- 
schen Fliche eine Lésung von (9) gibt. Da nun 7 als 


1) Vgl. Sitzungsberichte der Miinchener Akademie der Wissen- 
schaften, Marz 1888. 
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Funktion von wu und v bekannt ist, und damit also auch 
0, so erhalt man durch Quadratur aus (10) die Mittel- 
fliche des Guichardschen Strahlensystems, und zwar 
wie man sieht auf co® Arten. In jedem dieser Strahlen- 
systeme erhalt man als Brennflichenmantel zwei Gui- 
chardsche Flachen und aus diesen zwei VoBsche Flachen, 
die man nun neuerdings wieder wie die urspriinglich ge- 
gebene Vo8sche Flache bentitzen kann. 

Wir beweisen weiter den 

Satz 3. Die Mittelflache jedes Guichardschen 
Strahlensystems entspricht der zugehérigen pseu- 
dospharischen Flache S durch Orthogonalitat 
der Elemente. 

Sind (x, y, z) die Koordinaten des Punktes (uw, v) 
der Pee ee Flache S, und beachtet man, daB 
fir S 


axaX an ax 
dae eas 5 Ya OR lS LNG Soa 
Die Ou y av Ov D LE 
agOX  wit0X 
Si fos Pac 


ist, so sieht man, daB aus (10) folgt 


0x Ou Ox OX + 0% 0% 
— "== 0, 
OU OU pike Ou ov rye ov ou 


(13) 


evav.—”’ 


womit nach § 26, (3) der Beweis geliefert ist. Aus dem 
am Anfang von § 26 Ausgefiihrten und aus den obigen 
Resultaten schlie8t man, daB eine einzige VoBsche Flache 
co® unendlich kleine Verbiegungen der pseudospharischen 
Flache S vermittelt.') 


1) Mit Hilfe der Gleichungen (11) des § 28 beweist man tiber- 
haupt ebenso den allgemeinen Satz (von Guichard) 

Haben die abwickelbaren Flachen eines Strahlen- 
systems dasselbesphirische Bild wiedieAsymptotenkurven 
einer Flache S, so entspricht die Mittelflache des Strahlen - 
systems der Flache S durch Orthogonalitat der Elemente 
(vgl. § 33, Aufg. 30). 
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Wir beweisen endlich den 

Satz 4. (K. Kommerell.) Die Mittelenveloppe 
jedes Guichardschen Strahlensystems ist eine 
Vo8Bsche Flache. 

Seien wie oben (x, y, z) die Koordinaten des Punktes 
(u,v) der Mittelflache eines Guichardschen Strahlen- 
systems, fiir das also die Gleichungen (1) gelten, so ist 
der Abstand 7 des Ursprungs von der Mittellotebene 
gegeben durch 


(14) Tia Dee 
Aus (14) folgt nun mit Hilfe von (10) 
aT axe do 
ou Sou! bu’ 
(15) 


Claes Ox aXe ao 
iy aoe aa D5y ju legude 
oder nach II. § 4, (18) und (1) dieses ane 


SE OES oe Y: 
duov OFT Su a0 


“ - 
o? 
=—F T+ of, + sos : 


Da nun oe der partiellen Differentialgleichung (9) 
genugt, so folgt 


(16) He EGR Ss 


Aus dieser und der mittleren Gleichung (20) von 

II. § 4 folgt aber 
Dias 

welche Gleichung zusammen mit (1) die Gleichungen (11) 
gibt, welche die VoBschen Flachen charakterisieren. 

Wie man sieht, erinnert dieser Satz an den Ribau- 
courschen beziiglich der isotropen Systeme (vgl. § 26). 
Errichtet man nun im ersten Brennpunkt, im Mittel- 
punkt und im zweiten Brennpunkt jedes Strahls eines 
Guichardschen Strahlensystems je die Ebene normal 
zum Strahl, so umhiillen diese drei Ebenen drei 
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VoBsche Flachen. (Die Ebenen z. B. in den ersten 
Brennpunkten umhiillen den Zentramantel von B, be- 
ziiglich der Kriimmungslinien v —konst., d. h. eine 
VoBLsche Fliche.) Man beweist iiberhaupt allgemeiner den 

Satz 5. (K. Kommerell.) Teilt man in einem 
Guichardschen Strahlensystem fiir jeden Strahl 
die Brennpunktsdistanz in einem bestimmten 
konstanten Verhaltnis und konstruiert man in 
jedem Teilpunkt die Ebene senkrecht zum Strahl, 
80 ist die Enveloppe dieser Ebenen eine VoB- 
sche Flache. 

Denn ist 7, baw. T,, der Abstand des Ursprungs 
von der Ebene senkrecht zum Strahl im ersten bzw. 
zweiten Brennpunkt, 7' der Abstand von der durch den 
Teilpunkt gehenden Ebene, so hat man 


ig pf LP, AT, 
sees 1-4 

und, da 7’, und 7’, partikulire Integrale von (16) sind, 

so ist auch 7' ein Integral dieser Gleichung, womit der 

Beweis erledigt ist. 
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Wir betrachten nun weiter solche spezielle 
Strahlensysteme, fiir welche der Abstand der 
3rennpunkte und der Abstand der Grenzpunkte 
je konstanten Wert besitzen. Diese Systeme heiBen 
pseudospharische, weil der Satz gilt 

Satz 1. Die beiden Brennflichen eines pseudo- 
sphirischen Strahlensystems sind pseudospha- 
rische Flachen, deren KrimmungsmaB gleich dem 
negativen reziproken Quadrat des Abstands der 
Grenzpunkte ist. | 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Formeln | 
(22) des § 28. Denn da d und 6 konstant ist, so ist — 
nach § 24, (10) auch 2 konstant und es ergibt sich 


sin? £2 


k, =k, =— 40° 
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Nach § 24, (10) ist aber, da 20 —6 ist, 


sinQ 1 
Domes 
also ; 
(1) bi kare 


Wir bilden weiter mit Hilfe der Formeln § 28, (13), 
(14), (20), (21) die Differentialgleichung der Krummungs- 
linien und Asymptotenlinien fir die beiden Mantel 
B, und B, des Strahlensystems und erhalten fiir die Krim- 
mungslinien auf B, und B, die gemeinsame Gleichung 


(2) Eypiqodu? —{ Hyp)? + Hp G,+ Agi tdudv+ Gyprqdr?=0, 
ebenso erhélt man fir die Asymptotenlinien fur 
beide Brennflachen 


(3) E, du? —G, dv? =0. 


Fiir die Linienelemente ds, und ds, der Brennflachen 
ergibt sich 
mn dsi = 40°%{(q,du — pidv)? + Gydv*} , 

dst = 40° (qudu—prdv)? + Edu}, 

und man sieht, daf ftir die Asymptotenlinien nach (3) 
ds, ds, wird. Man hat daher den 

Satz 2. Auf den beiden Brennflachen eines 
pseudospharischen Strahlensystems entsprechen 
sich die Krimmungslinien und ebenso die Asym- 
ptotenkurven, und es sind tiberdies entsprechende 
Bogen der letzteren einander gleich. Die pseudo- 
spharischen Strahlensysteme sind also W-Systeme 
(vgl. § 29). 

Nach § 25, Satz 4 folgt endlich 

Satz 3. Die Brennlinien auf den Brennflachen 
eines pseudospharischen Strahlensystems sind 
Kurven, deren Schmiegungsebene mit der Tan- 
gentialebene den konstanten Winkel 2 bildet. 

Ist insbesondere 2 — a so sind die Brennlinien 
geodatische Linien und es liegt nach § 25, Schlu8 ein 
Normalensystem vor. Fir die Orthogonalflachen dieses 
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ist der Abstand der beiden Hauptkriimmungsmittel- 
punkte konst.—d, d.h. gleich dem Abstand der 
Grenzpunkte. Die ‘Orthogonalflichen sind daher lauter 
W-Flachen mit der Gleichung 


(5) (shad cil 


und das spezielle pseudospharische Strahlensystem besteht 
aus den Normalen dieser W-Flachen. 


§ 32, Backlundsche Transformation fiir die 
pseudospharischen Flachen. 


Im vorigen Paragraphen hat sich ergeben, daB die 
Brennflachen eines pseudosphiarischen Strahlensystems 
konstantes negatives KriimmungsmaB besitzen. Da jeder 
Systemstrahl beide Flachen beriihrt, so muB es umgekehrt 
moglich sein, aus einer gegebenen Flache von konstantem 
negativem Krimmungsma eine zweite derartige dadurch 
herzuleiten, daB man in jedem Punkt der Flache in ge. 
eigneter Richtung eine Tangente zieht und auf dieser ein 
konstantes Stiick abtragt. Diese Transformation, die die 
Ableitung neuer pseudospharischer Flachen ermdéglicht, 
heiBt nach Baicklund,') der sich zuerst eingehend damit 
beschaftigt hat, die Backlundsche Transformation. 

Sind wz, y, z die Koordinaten eines Punkts P der ge- 
gebenen pseudospharischen Flache B, deren Krimmungs- 
ma8 wir der Einfachheit halber——1 setzen, a,, f,, y, 
und a,, f,, y, die Richtungskosinus der Hauptkrim- 
mungsrichtungen in P und bedeutet # den Winkel, 
den eine durch P gehende Flachentangente mit der 
Richtung (a,, /,, 7;) macht, so sind die Gleichungen 


2, —=x-+ 6 (a, cos 3 + a, sin 9), 
(1) yi=y + 6(B, cos # +, sin 9), 


Z,—=2+6(y,cos#+ y, sin 9) 


der analytische Ausdruck einer solchen Transformation. 
In der Tat stellen diese Gleichungen, wenn # eine Funktion 
von u, v und 6 ein variabler Parameter ist, ein Strahlen- 
system dar. 


1) A. Backlund, Lunds Universitets Arsskrift 19 (1882—83) p. 7. 
Kommerell, Spezielle Flachen. 10 
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Wir haben nun in (1) @ als Funktion von wu, v so zu 
bestimmen, daB das Strahlensystem ein pseudospharisches 
ist. Zu diesem Zweck ist erforderlich, daB fir ein kon- 
stantes 6 der zweite Brennpunkt P, mit den Koordinaten 
%1, Y:, %, eine pseudosphiarische Flache B, beschreibt, 
wenn der erste Brennpunkt P mit den Koordinaten 2, y, z 
die gegebene Flaiche B durchlauft. Da das Krummungs- 


maB von B==—1 gesetzt ist, so ist nach § 31, (1)d=—1 
und nach § 24, (10) 
(2) C= sine 


wo 2 den Winkel der Brennebenen bedeutet. 

Wir nehmen nun an, daB die Flache B auf ihre 
Asymptotenlinien als Parameterkurven bezogen 
sei. Es ist also nach Rk. u. Fl. II. § 18, (50) und (51) 


E=1, F=cos2o,G—1, 4=sin 2; 


(3) ds* du? +-2cos 2wdudv-— dv’; 
(4) D=0, D’)=sin2a, D*=0; 

3 GRO die). %. 

(5) Cpt eat sen 2. 


Dabei bedeutet 2m den Winkel der Asymptotenlinien ; 
er gentgt als Funktion von w, v der Gleichung (5). Die 
Differentialgleichung der Kriimmungslinien lautet nach 
II. § 3, (lla) 

(6) du? — dv? = 0. 


Ks sind also w—v—konst. und w+ v—konst. die 
Gleichungen der Krimmungslinien. Die Richtungskosinus 
a,, B,, 7, mogen der Schar w— v= konst., a,, 6, y, der 
Schar w-+-v—konst. zugehéren. Es ist dann nach (3) 
und II. § 1, (13) 


Ou | O@ Ou 02 
(7) A eeu OU __ ov OU. 
: S003" * Deine 


analoge Gleichungen gelten fiir 6,, f,, y,, y, Wir be- 
rechnen nun noch die Ableitungen von a,, £,, 74; %; Bos Ys 
nach w und v. Zu diesem Zwecke lésen wir (7) auf nach 
a und es 


a oF und erhalten 
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Ox ‘ 
Fy 21 008 © — G, SiN w, 
(8) 
Ox : 
Fp 11 C08 @ + Gy SIN @. 
Diese Gleichungen differenzieren wir nach uw und v 


: tiie eg ig 
und entnehmen aus II. § 2, (23) die Werte fiir a aus 
o? ; ; U UdVv 
aa - Die Gleichungen ITI. § 2, (23) lauten nach (3) 


OTe A. vet ep 22 Oe __ 2 0won 
bleh a, Oa ein Qi aoa: 
0 : 
(9) iG = asin2, 
0° x OwOn 2 e@wox 
—_—_ = 9 t 2 5 p) 
v? 8 Sy ay sin2w dvodu 


oder, wenn man aus (8) in (9) die Werte fir qe ee ein- 


setzt, ae Oe. 
Cx wo ; 
Fuze py (a1 SID © 1 2 CO8 0), 
a? : 
(9a) — —asin2o, 
2 
oe — 222 (a, sin © — 49 008 ©). 
Tragt man diese Werte in die nach u und v differen- 
; i i 0 f) 
«zierten Gleichungen (8) ein und lost nach a us 
auf, so folgt 
By Oe a sins ie 70" € asin 
du 7 Ou { av OD. ‘ 
(10) 
ges fT a cose Bis a AE |- @ COS @ 
ou * Ou : av Ov 


Nunmehr bilden wir aus (1) die FundamentalgrdBen 
erster Ordnung #,, F,, G, fir B,. Da nach (3) fir 
»=konst. ds dw und fiir u—konst. ds =dv wird, so 

10* 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 
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bedeuten die Parameter u, v fiir Bdie Bogen der Asym- 
ptotenkurven. Nach § 31, Satz 2 miissen demnach, wenn 
das Strahlensystem (1) ein pseudospharisches sein soll, auch 
fir B, die Kurven u = konst., v= konst. die Asymptoten- 
linien und u, v die Bogen derselben sein. Es muB8 also 
notwendig H,—G,=—1 sein. Wir werden sehen, da 
diese Bedingungen hinreichend sind fir die Bestimmung 
der Funktion # und daB in der Tat B, dann eine pseudo- 
spharische Flache ist. 

Zur Bildung der FundamentalgréBen £,, F,, G, 
differenzieren wir die Gleichungen (1) nach w und v und 
ersetzen die Ableitungen von 2, a,, «, usw. durch die 
aus den Gleichungen (8) und (10) sich ergebenden Werte. 
Man erhalt so nach leichter ae 


Qa, . ,3(9—w)| a(8—-o)| 

re feoso—dsind oe (ay | - [sino + 50089202) au 
ae (9+), 

0 

oe ={eose— dsin? ee c+ {sin o+o cos 9 PTO, 

dv dv Ov : 


Per. 


Aus (11) ergibt sich, da Sa, ec, = Saa, = Yaa,—0 ist, 


R= 1 2 onin (Oa) aS 2) +0{C=2)l"s sine(oeayt, 
F,=cos2w—6 ‘sin (9-4 +) 2060) (ia ial 
\ au). 


4 eas (d+) 


a ae (3 — w) sin (8+ o} ’ 


G, = 1—2dsin (8 — @) - 


7 8+a)]? 

202) 5 9 [PO TON + sine (oat 
dv 

Soll nun £,—G,=—1 sein, so folgt aus (12) und (14) 


0(d— a) 
Ou 


= 2 ) 
nino O=2)—affC=l sare ca} 
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city eagle a 


d(I+a) 
Ov UU. Ov 


| + sin? (# — of =o, 


Wir erhalten also je eine quadratische Gleichung fiir 
d(8— a ( : 
ee und at Die Auflodsung derselben ergibt 
unter Benutzung von (2) 


6(9—w)  1+cosQ 


(15) — os sin(9+0), 
(16) ee mo 20) 


Um zu entscheiden, mit welchem Vorzeichen cos 2 
in (15) und (16) zu versehen ist, differenziere man (15) 
nach v, (16) nach w und subtrahiere. Man erhalt so 


2m (l-+cos2) (l+cos®) . 
= = : sin 2 
6UdV sin? {2 
Aus (5) folgt nun, da8 man in (15) und (16) ent- 
gegengesetzte Vorzeichen zu setzen hat, also entweder 


in (15) +-, in (16) —, oder umgekehrt. Im ersten Falle 
haben wir 


@. 


Mert 38 ctg © sin(0-+-0), 
Cn) Ska ) Q 
AG SSA es 9 Sin(d—a). 


Der zweite Fall folgt hieraus, wenn 1— 2 fiir Q ge- . 
setzt wird, was offenbar gestattet ist, da 2 entweder den 
spitzen oder den stumpfen Winkel zwischen den Brenn- 
ebenen bedeutet. Den Gleichungen (17) hat 3 als Funktion 
von 4, v zu geniigen: dieselben sind integrabel, da (5) 
die Integrabilitaétsbedingung ist. Wir miissen jetzt noch 
zeigen, daB die transformierte Flache B,, die durch die 
Gleichungen (1) dargestellt ist, auch wirklich eine pseudo- 
spharische ist. Zu diesem Zwecke setzen wir die Werte 


neat 0(89—o) or r) (O-+ @) 
Ou ov 


aus (17) in (13) ein: wir erhalten 
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so, wenn noch beachtet wird, daB nach dem Obigen 
H==G==1- ist: 


(18) £,=1, F,—cos29, G,=—1. 


Differenziert man weiter die erste Gleichung (17) 
nach v, die zweite nach u und addiert, so folgt 


a? Qo 
CUdv 


(19) == sin 2%. 


Bildet man endlich fiir das Linienelement 
ds? — du? +- 2cos20dudv + dv” 


nach II. § 13, (10) das KriimmungsmaB fk, fiir B,, so 
folgt mit Riicksicht auf (19) in der Tat 
(20) | ee cna 


1 


Man beweist nun nachtraglich leicht, daB die Kurven 
u = konst., v= konst. auch auf B,, die Asymptotenlinien 
sind, sowie, daB die Verbindungsgerade entsprechender 
Punkte von B und B, nicht bloB B sondern auch B, 
berthrt. 

Aus (18) und (19) ist ersichtlich, da8 20 fur die 
transformierte Flache B, dieselbe Bedeutung hat wie 
2m fir die Ausgangsflache B; 2% ist also der Winkel 
der Asymptotenlinien der transformierten Flache. 

Wir schlieBen noch einige Bemerkungen iiber die 


Integration von (17) an. Statt (17) kann man namlich 
auch 


(21) ai —{otg sin (9 +-@) + oO lau +{ tg sin( (d—w) lay 


schreiben. Fiihrt man hier tes —w als neue Variable 


ein, so geht (21) in eine Differentialgleichung vom Ric- 
catischen Typus 


(22) dw=(Aw*+ Bw+C)du+ (A,w?+ B,w+C,)dv 


uber, wo A, B,C; A,, B,, C, gegebene Funktionen von u, 
vsind. Nach den Satzen tiber Riccatische Differential- 
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gleichungen’) geniigt aber die Kenntnis eines partiku- 
laren Integrals von (22), um das allgemeine Integral 
von (22) und darum von (17) blo&8 durch Quadraturen 
zu ermitteln. Es folgt so der 

Satz. Kennt man zu der Ausgangsfliche B 
nur eine abgeleitete B,, so lassen sich alle anderen 
abgeleiteten (zu demselben 2 gehdrigen) ledig- 
lich durch Quadraturen ermitteln. 

Zusatz. Auch die abgeleiteten aller abgeleiteten 
Flachen bestimmen sich bloB durch Quadraturen. Denn 
ist B, eine abgeleitete von B, so ist auch B fir B, (diese 
als Ausgangsflache betrachtet) eine abgeleitete von B, 
und bekannt. Man kennt also fir B, eine abgeleitete 
Flache. 


Setzt man in (17) Q =F oder nach (2) )=1, so er- 


halt man eine spezielle Backlundsche Transforma- 
tion. Die Gleichungen fiir ? lauten dann einfach 


6(8@—o) 
ou 


0(0-+-«@) 
Ov 


Da die Brennebenen des Strahlensystems aufein- 
ander senkrecht stehen, so folgt aus § 25, 8. 112, daB das 
pseudospharische Strahlensystem ein Normalensystem ist. 
B ist daher der eine Zentramantel einer der Orthogonal- 
flachen des Strahlensystems, die abgeleitete B, der andere; 
und die Brennlinien von B und B, sind geodatische 
Linien (§ 25). B, heiBt die Komplementarflache von 
B und die Transformation (1) die Komplementar- 
transformation. Geometrisch erhalt man die B, aus 
B, wenn man auf B eine Schar geodatischer Linien, die 
sich im Endlichen nicht schneiden, konstruiert und auf 
den Tangenten dieser vom Beriihrungspunkt ein kon- 
stantes Stiick—1 abtragt. Da nun der eine Endpunkt 
jeder dieser Strecken der eine Hauptkriimmungsmittel- 
punkt, der andere Endpunkt der zweite Hauptkrimmungs- 
mittelpunkt der Orthogonalflachen des Strahlensystems 

1) Vgl. S. S. XIII, Schlesinger, Differentialgleichungen, 
II. Kapitel. 


(23) =sin(d-+-o), —=sin(9—w). 
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ist, so sieht man, da8 diese Orthogonalflachen lauter 
W-Flichen mit der Gleichung 


RAR eet 


sind. Vgl. hierzu § 31 Schluf. 

Wir miissen, um die unserem Buche gesteckten 
Grenzen nicht zu wberschreiten, es uns versagen, auf 
die Transformationstheorie der Flachen konstanten posi- 
tiven Kriimmungsmafes einzugehen. Wir verweisen in 
dieser Hinsicht den Leser auf die schénen und inter- 
essanten Untersuchungen in’dem Bianchischen Werke 
(Bianchi-Lukat, II. Aufl. 1910. 8. 487ff.). 
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1. Man beweise die Satze: 

a) Auf einer Flache von konstantem Kriimmungsma8 
und nur auf einer solchen entsprechen (vgl. § 2, S. 8) 
den Asymptotenkurven der Flache die Asymptotenkurven 
auf den beiden Manteln der Zentrafliche (1, 2). 

b) Nur fiir die beiden Mantel der Zentraflachen der- 
jenigen W-Flachen, welche durch die Gleichung 


R,—R,—R (R=konst.) 


definiert sind, entsprechen sich die Kriimmungslinien. 
Die beiden Mantel sind in diesem Falle aS von kon- 


stantem negativem Kriimmungsmai —— Die Asym- 


- 
ptotenkurven der beiden Mantel entsprechen sich nicht 
nur [vgl. § 2 Satz 1], sondern entsprechende Bogen sol- 
cher Asymptotenkurven sind auch gleich lang (1, 31, 32). 

2. Man zeige, daB jeder Zentramantel einer Flache 
von konstantem negativem Kriimmungsma8 auf das 
Katenoid abwickelbar ist (2, 9). 

3. Man bestimme diejenige Rotationsflaiche, auf 
welche die Zentramintel der Minimalflachen abwickelbar 
sind (2). 

4. Man stelle nach § 1, SchluB die endlichen Glei- 
chungen aller Minimalflichen her. 

Anleitung. Vergleicht man das Linienelement der Kugel § 1, 
(25) mit dem Ausdruck Rk. u. Fl. IT. § 8, (16), so mu8 nach den 
Erérterungen in II. § 8 w-l+iv eine Funktion von @ und u — iv eine 
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Funktion von § sein oder umgekehrt. Beide Fille sind nicht wesent- 
lich verschieden. Man setze daher 


(I) w+ iw—f(%), u—iv— (6); dutidv=/' (a)da; du—i dv—q'(f)dp. 


Setzt man diese Werte in (25), § 1 ein, so folgt durch Vergleich 
mit II. § 8, (16) 


2 
=— =F, = fay tte, 


Es ist nun nach § 1, (24) 


(11) 


(11D) dy SENS. 1 (Saw <2 de). 
; 0 Ov 


Man fihre jetzt vermittelst (I) in (III) die Minimalparameter a, 
B ein; es ist 
6a Gada pees da 1 Hee 1 
6u  dadu' dBdu daf(a)' dB y'(B) 
da _dacn , dadp da 7% da 7% 
dv. @adv | GBdv Gafi(a) aBy'(p)’ 
(dato hae 4, _foae— oi Hap. 
Qi 


Setzt man diese Werte Had eee oe von (II) in (III) ein, 


du= 


so folgt, wenn man noch i ae 5 a aus II. § 8, (17) entnimmt: 
t (\2 1/2\2 
— a2" a) da + oO 1 — pr)ap. 


Man setze endlich 


afer FQ, — 9p, 


und es folgt 
= FJ — a8) Pda + 5 J (1 — 6) 8 (6) a8. 


Verfihrt man mit y und z ebenso, so erhaélt man genau die 
Weierstra8schen Formeln § 4, (10). 

5. Man zeige, daB eine Minimalflache dadurch auf die 
Ebene konform abgebildet wird, daB man dem Flachen- 
punkt (wu, v) § 4, (10) den Punkt (&, 1) der Ebene durch 
die Formeln 

u=E+in, v—F—in 
zuordnet (4). 


Bemerkung. NachII. § 11 tiberzeugt man sich leicht, da8 man 
das Bild des Minimalflachenpunkts (uw, v) in der 7 - Ebene dadurch 
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erhalt, da8 man das spharische Bild von (wu, v) auf die §7 - Ebene 
stereographisch projiziert. 
6. Ebenso vermitteln die Gleichungen 


E+in=JVF(u)du, §—in=JVG(v) do 


eine konforme Abbildung der Minimalflache auf die Ebene. 
Man zeige, daB sich hierbei die Kriimmungslinien als 
Parallelen zu den Koordinatenachsen, die Asymptoten- 
linien als Parallelen zu den Halbierungslinien der Achsen- 
winkel abbilden (4). 

7. Man zeige, daB auf jeder Minimalflache die Kriim- 
mungslinien und die Asymptotenlinien je ein Isothermen- 
system bilden (Aufg. 6) (vgl. § 1, Satz 3). 

8. Ordnet man fiir zwei beliebige Minimalflachen 
jedem Punkt P der einen Flache den Punkt P, der 
anderen zu, der dasselbe spharische Bild wie P besitzt, 
so gilt der Satz: Teilt man die Verbindungsstrecken PP, 
entsprechender Punkte in konstantem Verhaltnis, so ist 
der Ort der Teilpunkte Q wieder eine Minimalflache, 
wobei Q dasselbe spharische Bild wie P und P, hat (4). 

9. Man zeige, daB die Wendelflache die einzige Regel- 
flache ist, die zugleich Minimalflache ist (Catalan).*) 


Anleitung. Da die Erzeugenden Asymptotenlinien sind, so sind 
die Orthogonaltrajektorien dieser ebenfalls Asymptotenlinien, die Er- 
zeugenden sind aber auch geoditische Linien, die Orthogonaltrajek- 
torien sind daher geodatisch parallel, nach Aufgabe 7 aber auch iso- 
therm, also nach II. § 22, Aufg. 40 auch von konstanter geodatischer 
Krimmung. Auberdem ist langs der Orthogonaltrajektorien das 
Kriimmungsma konstant (vgl. II. § 22, Aufgabe 41). Da nun nach II. 
§ 19, (5), (7) (fw L = 0) ftir die Asymptotenlinien die absolute Kriim- 
mung gleich der geodatischen Kriimmung, diese aber fiir die Ortho- 
gonaltrajektorien konstant ist, so ist fiir jede dieser der Kriimmungs- 
radius konstant. Nach dem Satz von Enneper (I. § 28, Aufgabe 17, a) 
ist weiter das Quadrat der absoluten Torsion fiir eine Asymptotenlinie 
gleich dem negativen Kriimmungsmaf$. Die Orthogonaltrajektorien 
sind daher auch Kurven konstanter Torsion und daher Schraubenlinien 
(I. § 9, S. 36, Zusatz). Die Erzeugenden sind die Hauptnormalen 
dieser, womit der Beweis erledigt ist. 

Kurzer wire folgender Beweis. Die Orthogonaltrajektorien haben 
alle dieselben Hauptnormalen, naimlich die Erzeugenden. Jetzt zeigt 
man mit Hilfe der Gleichungen von Frenet leicht, da die Orthogo- 
naltrajektorien Schraubenlinien sind. Zu einem rein geometrischen 
Beweis kénnte man auch den Satz 1 des § 7 beniitzen: e, und eg seien 


1) KE. Catalan, J. de math. (1) 7 (1842); p. 203. 


§ 33. Ubungsaufgaben. 155 


zwei konsekutive Erzeugende; man drehe nun die Flache um é, um 
x, dann geht e, in eg iiber. Jetzt drehe man um e, usw. Man sieht 
so leicht ein, daB alle Erzeugenden den|kiirzesten Abstandevon ey, und 
€, rechtwinklig schneiden und daB e, mit e, denselben Winkel bildet 
wie ég mit e, usw. 

10. Den Kriimmungslinien der zu der Minimalflache 
S assoziierten Flache S’ entsprechen auf S die isogonalen 


Trajektorien der Kriimmungslinien fiir den Winkel za 
(Mit Hilfe von Aufgabe 6) (6). 


11. Ennepersche’) Minimalfliche (4 ff.) In § 4, 
(10) setze man F'(u)—3, worauf man mit w=a-+ 78, 
v—=a—wtf folgende Flachengleichungen in den Para- 
metern a, f erhalt 


x= 3a-+ 3af?— a®; y= — 36 — 3a? 33, 
y p 
z= 3a? — 36”. 


Dies ist die einfachste algebraische Minimalflache, 
die sogenannte Ennepersche Minimalflache. Man _ be- 
weise folgende Satze: 

a) Die Flache hat die Ordnung 9, sie wird also von 
einer beliebigen Geraden in neun Punkten getroffen. 

b) Die Geraden {z=0, ay, {z= 0, t= — y\ 
liegen ganz auf der Flache und sind Symmetrieachsen 
derselben. 

c) Die Krimmungskurven sind die Kurven a = konst. 
und §=konst., es sind ebene Kurven vom Geschlecht 
Null. Die Ebenen der Kriimmungslinien haben zu 
Gleichungen 


z+az—3a—2a—0, y+ 62+ 36-+ 22?—0. 


d) Die spharischen Bilder der Kriimmungslinien bilden 
zwei Scharen von Kreisen. Die Ebenen dieser gehen alle 
durch zwei in einem Kugelpunkt aufeinander senkrecht 
stehende Tangenten. 

e) Die Gleichungen der Asymptotenlinien lauten 


a+ 6—konst., a — 6 = konst.; 
es sind Raumkurven dritter Ordnung. 


1) Enneper, Zeitschrift f. Math. Bd. IX. p. 108 (1864) und 
Gott. Nachr. 1882. p. 40. 
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f) Die Ennepersche Flache ist auf eine Rotations- 


fliche abwickelbar. 
g) Die assoziierten Flachen dey Fliche stimmen alle 


_. der Gestalt nach iiberein und ergeben sich aus der Ur- . 
| flache dadurch, daB diese um die z-Achse gedreht wird. . 


h) Gegeben seien die beiden Parabeln (Fokalparabeln) 
(I) CAG, y— Ue 2a 
(II) x=0, y=— 46, z= — 267+ 1. 


Verbindet man irgend einen Punkt (a) von (I) mit 
einem beliebigen Punkt ($) von (II) und errichtet auf 
der Verbindungslinie die Mittellotebene, so umhiillen diese 
Ebenen alle die Ennepersche Minimalflache (Darboux, 
1. Bd., 8. 318). 

12. Wahlt man auf zwei adjungierten Minimalflachen 
zwei einander entsprechende geodatische Linien, so ist 
die Kriimmung der einen in jedem Punkte gleich der 
Torsion der andern im entsprechenden Punkte [Bianchi, 
Giorn. di mat. 22 (1884) p. 374] (6, 7). 

Anleitung. Seien 

w—=«(s), y=y(s), 22 (8) 
die Gleichungen der geodiatischen Linie auf S, s ihr Bogen, l, m, n 


die Richtungskosinus der Hauptnormalen, dann erhalt man fiir die 
Koordinaten 29, Yo, %, der entsprechenden Linie auf Sp nach § 7, (4) 


ay dz a!) Bd 
dy — (mo na, /48 = (my — nf) ds = — Ade 
[vgl. I. § 4, (2) und Einleitung (14)]. Es ist also 
Ly —=— fa ds, Yo=— Su ds, Zg = — Jrds. 


Das iibrige ist vollends einfach. 

13. Man bestimme diejenige Minimalflache, welche 
einen Kreis als geodatische Linie besitzt. 

Man hat nach § 7 zu verfahren und erhalt leicht das Katenoid. 


14. Man Rerchin die Flachenschar 
—ta an 
2 c F(x ty) 
wo a ein veranderlicher Parameter ist. (Das Zeichen ,, Rt“ 


bedeutet, daB man von der Funktion den reellen Teil 
nehmen soll.) Jedem a entspricht eine Fliche. Nennt 
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man die Flachen assoziierte P-Flachen’) und zwei Flachen 


A wt ‘ coh : : 
deren Parameterwerte sich um S unterscheiden adjungierte, 


so beweise man die Satze: 
a) Die assoziierten P-Flachen sind flachentreu auf- 
einander abgebildet. 

b) Die assoziierten P-Flichen haben in entsprechen- 
den Punkten dasselbe KriimmungsmaB, sind aber trotz- 
dem nicht aufeinander abwickelbar. 

c) Die Tangentialebene in einem Punkt (x, y) der 
P-Flache, welche dem Parameterwerte a entspricht, ist 
gegen die Tangentialebene der Flache mit dem Para- 
meterwerte a, im entsprechenden Punkt (um ae Ver-—— 
bindungslinie ‘der zwei entsprechenden Punkte) um den 
Winkel a—a, gedreht. advundgeorle, 

d) Die spharischen Bilder der agsoziferton P-Flachen 
sind kongruent. 

e) Die Projektionen der Niveaulinien z—konst. einer 
von zwei adjungierten P-Flachen auf die xy-Ebene sind 
die Projektionen der Falllinien (~ Orthogonaltrajektorien 
der Niveaulinien) der anderen und umgekehrt. 

f) Die Gleichungen der Asymptotenkurven der P- 
Flachen erhalt man durch Quadratur. Dieselben ent- 
sprechen den Asymptotenkurven einer Schar assoziierter 
Minimalflachen. 

g) Die Projektionen der Asymptotenkurven jeder 
assoziierten P-Flache auf die xy-Ebene bilden ein iso- 
metrisches Kurvensystem. 

h) Die Projektionen der Asymptotenlinien von zwei 
adjungierten .P-Flachen auf die xy-Ebene bilden vier 
Kurvensysteme, die sich iberall unter einem Winkel 


It Pee 
von ms schneiden. 


Anleitung. Setzt man F(x +4 y) =u (2, y) + iv (x,y), 80 ist 
bekanntlich 


I) Ou dv dw dv 
i, dz dy dy Oa’ 


1) Wegen dieser Flichen vgl. K. Kommerell, ,,.Riemannsche 
Flachen im ebenen Raum von vier Dimensionen‘‘. Math. Annal. Bd. 60. 
1905. S. 582. Die S&tze (a) und (6) stellen Erweiterungen der von 
Dini fiir zwei adjungierte P-Flachen gefundenen Satze dar (Dini, 
Giorn. di. mat. 3 (1865), p. 78.). 
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und die Flachenschar hat zu Gleichungen 
(II) e=a, yy, z=—ucosa-+ vsina, 


wo also x, y die Parameter (sonst u,v) sind. Man erhaélt nun durch 
einfache Rechnung 


ou Oe te iN ou 0u+, \>\? 
B=1+ ( cosa— sina). @=1+ (Fi cosa = sin a , 


4 0 du. 
B= (cosa — sin a) (Fo cos a+ Se sin a); 


Das Linienelement ist also nicht unabhingig von a (vgl. b). 
Fiir das Flachenelement dJ hat man 


} 2 A 2 
dJ =V1i+ (=) a8 iS dudy=Adzdy. 


Fir das Kriimmungsma8 k erhalt man 
62 u\2 O24 Ae 

ae ea) “r e 0 ;) 
= a : 


dJ und k sind unabhangig von a (s. Aufg. a und b). Fiir die Rich- 
tungskosinus a, 6, c der Normalen folgt 


é du. 
ad = cosa — "sin a, bA—= 5 cosa +5" sin a, c4——1. Man 
beachte, daB c von a unabhiangig ist. 
Zum Beweis der Satze f)—h) setze man 
(IIT) o=atiy, o=x—iy 


und erhalt, wenn @ die zu F konjugierte Funktion ist, als Flachen- 
gleichungen 


o (os E — 1 —ia XC ee 
(Iv) 22% sey 3 oe zaife "Rey le ®(0,)}- 


Rechnet man die Fundamentalgré8en D, D’, D’” aus, so erhalt 
man als Differentialgleichung der Asymptotenlinien 


(Vv) e—** F” (6) do® + e§ 4G" (o,)do? =0. 


Dies ist aber nach § 4, (18) die Differentialgleichung derjenigen 
Minimalflache, die man erhalt, wenn man in den Weierstraschen 
Gleichungen F'(u) durch e—t« F”’ (oc) ersetzt. Aus den Gleichungen 
dieser Aufgabe und nach Aufgabe (5) schlie8t man nun unschwer, 
daf man zu dem Minimalflichenpunkt (0, o,) die Projektion auf die 
xy- Ebene des entsprechenden Punkts der P- Fliche dadurch erhilt, 
da man das sphirische Bild des Minimalflachenpunkts stereographisch 
auf die xy- Ebene projiziert. Die Projektion der P-Flache auf die 
xy- Ebene ist daher ein konformes Bild der zugehérigen Minimalfliche. 
Man erhilt jetzt leicht den Beweis der Sa&tze (g) und (h). 
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Bemerkung. Die P-Fliichen bilden ein gutes Beispiel dafiir, 
da8B zwei aufeinander bezogene Flichen noch nicht aufeinander ab- 
wickelbar sein miissen, auch wenn in entsprechenden Punkten die 
Krimmungsmage gleich groB sind (vgl. Satz b und II. §13, Satz 2. Anm.). 

15. Besitzt eine auf einer Regelflache gezogene Kurve 
zwei der drei folgenden Eigenschaften: a) geodatische 
Linie, b) Striktionslinie zu sein, c) die Erzeugenden unter 
konstanten Winkel zu schneiden, so besitzt sie auch die 
dritte (15). 

Anleitung. Man berechne nach Rk. u. Fl. II. § 19, (53) die 
geodatische Kriimmung der Direktrix. 

16. Die Normalen in den Punkten einer Erzeugen- 
den einer Regelflaiche bilden ein hyperbolisches Para- 
boloid (15). (Auch geometrisch einfach.) 

17. Man bringe das Linienelement einer Regelflache 
auf die Form ds?—du?+{(u—a)?+ p*}dv®, wo die 
Kurven v=konst. die Erzeugenden und a, / Funktionen 
von v allein sind. Man zeige, daB u—a die Gleichung 
der Striktionslinie ist. Bezeichnet man ferner den Winkel, 
den die Tangentenebene im Zentralpunkt u—a einer Er- 
zeugenden v (d.h. die Zentralebene) mit der Tangenten- 
ebene im Punkte u derselben Erzeugenden bildet, mit «, 


so ist al (Chasles*) (15). 


Anleitung. Man nehme als Direktrix eine Orthogonaltrajektorie 
der Erzeugenden und setze daher in § 15, (4) b= 5. Nimmt man 


weiter als Parameter v den Bogen der spharischen Indikatrix, so ist 
nach § 15, (5) A= 1 zu setzen. Das iibrige ist einfach. 
Bemerkung. Ist wie in § 15 dp der Winkel zweier konseku- 
tiver Erzeugenden, do ihr Minimalabstand, so nennt man die Grdfe 
[vgl. § 15, (5) und (7)] 
| do Aono BE 
ag rs eee 
dp A 
den Verteilungsparameter und ihren reziproken Wert 


1 
Ste 


die Schrankung. Nimmt man do als konstant an, so ist die Schran- 


1) Chasles, ,,Mémoire sur les surfaces engendrées par une ligne 
droite‘, Corresp. math. et phys. de Quetelet, t. XI (1839). 
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kung fiir diejenige Erzeugende am groBten, welche mit der im Ab- 
stand do benachbarten den gréften Winkel dy bildet. 

Aus dem Beweisgange fiir die Aufgabe (17) geht nun hervor, daB f 
der Verteilungsparameter ist. Ist also J der Abstand des Berthrungs- 
punkts der Tangentenebene vom Zentralpunkt und w der Winkel dieser 
Ebene und der Zentralebene, so lautet jetzt die Forme! von Chasles 
einfach yu 

tgo = Fee WEiSh 

Man sieht, daB von dem,, Verteilungsparameter“ P die,, Verteilung** 
der durch die Erzeugende gehenden Tangentenebenen abhangt. 

Die Chaslessche Forme! beweist man tbrigens leicht, 
wie folgt, geometrisch. (Wir bitten den Leser, zum Folgenden 
eine Figur zu machen.) Die Erzeugende v sei die z-Achse, der Zen- 
tralpunkt auf ihr der Ursprung O, der kiirzeste Abstand do zwischen 
ihr und der konsekutiven Erzeugenden v—+ dv falle in die y- Achse, 
dann geht die Erzeugende v-+ dv parallel zur xz-Ebene und _ trifft 
die y-Achse in einem Punkt Q. Hs ist jetzt OQ—do. Ist P ein 
beliobiger Punkt der z-Achse und 0P =U, so lege man durch P die 
Parallelebene zur xy- Ebene: diese mége die Erzeugende v-dv im 
Punkt Q, und die durch Q parallel zur z-Achse gezogene Gerade in 
Q, trefien. Es ist jetzt die Ebene POQQ, die Zentralebene und die 
Ebene OPQ, die Tangentenebene in P und daher der Winkel Q; PQ2 
=o. Weiter ist der Winkel Q,QQ.—dy, und, weil QQ,.—U ist, 
Q,:Q92—= Utgdy=Udg. Aus dem bei Q, rechtwinkligen Dreieck 

Qi Qs bie Udy 


Q1Q.P folgt nun VA ao Tapert are also tgo=s , W.Z. b. w. 


18. Jede Ebene durch eine Erzeugende einer Regel- 
flache beriihrt die Flache in einem Punkte P, der Er- 
zeugenden und steht in einem Punkte P, dieser auf der 
Flache senkrecht. Dreht sich diese Ebene um die Er- 
zeugende, so geben P, und P, eine Involution, deren 
Zentrum der Zentralpunkt ist (mit Hilfe von 17). 

Geometrisch zeigt man dies leicht so: durch drei konsekutive 
Flachenerzeugende g,, gz, g3 ist ein Hyperpoloid bestimmt, das lings 


J mit der Flache alle Tangentenebenen gemein hat. Nun gilt der 
Satz, wie leicht gezeigt wird, fiir jedes Hyperboloid, also auch fiir die 


Flache. 
19. Man berechne fiir das Linienelement in Aufgabe 
(17) das Kriimmungsmaf k. Man erhalt so 
p? 


L=— PERL oars. 
(wap pep OP) 


Hieraus folgert man, daB das KrimmungsmaB lings jeder Erzeu- 
genden, fiir die f 20 ist, im Zentralpunkt sein Maximum hat und 
der Null sich nihert, jo weiter man sich von demselben entfernt. 
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20. Die Striktionslinie des einmantligen Rotations- 
hyperboloids ist der Kehlkreis (15). 


21. Die Striktionslinie einer jeden Schar der Er- 
zeugenden eines hyperbolischen Paraboloids ist eine Pa- 
rabel (15). 

22. Man suche alle Regelflaichen, die sich auf die 


x v ee ‘ 
Wendelflache x—wucos eo yausin aca © abwickeln 


lassen. Man zeige, daB die Erzeugenden der verbogenen 
Flache stets die Binormalen einer Kurve mit der kon- 


: Kes 
stanten Torsion = 7 sind (16). 


Anleitung. Die z-Achse ist die Direktrix der Wendelfliche 
und die Erzeugenden schneiden die Direktrix senkrecht. Die ver- 
bogene Direktrix mu8 deshalb eine geodatische Linie der verbogenen 
Flache sein und von den Erzeugenden ebenfalls senkrecht geschnitten 
werden. Die Erzeugenden sind somit die Binormalen der verbogenen 
Direktrix. Man stelle nun die Bedingung auf, da8 das Linienelement 
der Regelflache, deren Erzeugenden die Binormalen einer beliebigen 
Raumkurve sind, mit dem Linienelement der Wendelflache identisch 
wird. Mit Hilfe der Formeln von Frenet (I. § 6) erhélt man nun 
unschwer das genannte Resultat. 


23. Man suche die Differentialgleichung der Asym- 
ptotenlinien einer Regelflache (15). 


Anleitung Man berechne die GréBen D, D', D” und findet 
D=0. Die eine Schar von Asymptotenlinien besteht daher aus den 
Erzeugenden. Fiir die andere Schar erhalt man eine Riccatische 
Differentialgleichung. Da das Doppelverhaltnis von vier partikularen 
Integralen einer solchen Differentialgleichung konstant ist, so ergibt 
sich leicht der Satz: Die Schar der Erzeugenden einer Regel- 
flache wird von der zweiten Schar der Asymptotenlinien 
in projektiven Punktreihen geschnitten (man vgl. das ein- 
schalige Hyperboloid). 


24. Trigt man auf jedem Strahl eines isotropen 
Strahlensystems vom Mittelpunkt aus nach beiden Seiten 
gleiche konstante Stiicke ab, so erhalt man zwei aufein- 
ander abwickelbare Flachen (Ribaucour, vgl. die FuB- 
note S. 113) (26). 

25. Hin Strahlensystem, bei dem beide Brennflichen 
zusammenfallen, besteht aus den Tangenten der einen 
Schar von Asymptotenkurven der Brennfliche. Ist d 
der Abstand der Grenzpunkte, & das KriimmungsmaB 
der Brennflache im Beriihrungspunkt des Strahls, so ist 


Kommerell, Spezielle Flachen. 11 
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patel 
V—k 

Anleitung. Als Leitflache nehme man die Brennfliche, als 
Parameterkurven die im Satz genannte Schar von Asymptotenkurven 
sowie die Orthogonaltrajektorien dieser und berechne jetzt die Kum- 
merschen Fundamentalgréfen des Strahlensystems. 

26. Auf einer beliebigen Flache sei ein konjugiertes 
System (u,v) gegeben. Man betrachte das Strahlensystem, 
das aus den Tangenten aller Parameterkurven u— konst. 
gebildet wird. Die gegebene Flache ist der eine Brenn- 
flachenmantel. Man berechne nun fiir jeden Strahl die 
Abszisse 9 des zweiten Brennpunkts, sowie den Winkel 
Q der beiden Brennebenen (21 ff.). 


Anleitung. Sind X, Y, Z die Richtungskosinus des Strahls 
(u,v), 80 ist ech IL: 97» (19) 


(21ff.). 


Jetzt berechne man die Kummerschen Fundamentalgro8en unter 
Benutzung der Gleichungen Ii. § 2, (23). Man erhait dann 
GE f GD" Wa 
es ae) eee ee eee cos Q = vA 2) 
p vp"? A? + D2 G pl’? 42+ Dv2q@ 


27. Unter den Voraussetzungen der vorigen Auf- 
gabe driicke man das KriimmungsmaB der gegebenen 
Flache im Punkte (uw, v) durch die GréBen 0, 2 und 
ihre Abgeleiteten nach w und v aus. Man findet so 


eae a sin? Qdo 1 D”" ia 1) 


of Tg avyva' Aveou 
Anleitung. Mit Hilfe der Gleichungen II. § 17, (3) und II. § 1, 
(25) zeige man, daB k sich’ durch folgende Gleichung darstellen lABt : 


r— 0 /Ap" a (Ap'\). 
an” al G See a) 
Entnimmt man aus den Resultaten der vorhergehenden Aufgabe 


p” und p’ und beriicksichtigt die Codazzischen Gleichungen, so folgt 
nach leichter Rechnung das Ganze. 


Die Berwaldsche Formel ist bemerkenswert, da sie fiir 2—konst., 
oe = konst. den Satz 1 des § 31 iiber pseudosphirische Systeme gibt. 


; 1) Vel. L. Berwald ,,Kriimmungseigenschaften der Brennflichen 
eines geradlinigen Strahlonsystems usw.“ Diss. Miinchen 1909. 
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28. Auf ein Paraboloid (ellipt. oder hyperb.) mégen 
Strahlen parallel der Achse einfallen und an denselben 


reflektiert werden. Man zeige, daB das reflektierte Strahlen- ’ 


system zu Brennflachen zwei Fokalparabeln hat.!) Nach 

Aufgabe (11. h) ist die Mittelenveloppe des reflektierten 

Systems die Ennepersche Minimalflache (21 ff.). 
Anleitung. Das Paraboloid habe zu Gleichungen 


z We Oe! 
xz U, Y vy z R, R, 

wobei R, und R, die Hauptkriimmungsradien im Scheitel sind. a, £, 
y seien die Richtungskosinus des einfallenden Strahls (also hier 
a—,6—0, y=1), der die Flache im Punkt (a, y, z) trifft, a, b, c 
die der Flachennormalen und w der Winkel des einfallenden Strahles 
gegen die Flachennormale (also hier cosw— c), so ergeben sich &hnlich 
wie in § 22 als Gleichungen des reflektierten Systems 


Eé—z+ t(a— 2acosw), 
n=y-+t(8 — 2bcosv), 
€=2z-+t(y — 2ccosw). 


Nun berechne man die Kummerschen Fundamentalgré8en und 
dann die Abszissen der Brennpunkte, was keine Schwierigkeit verur- 
sacht. Endlich stelle man die Gleichung der Brennflichen auf und 
findet dann, da8 dieselben sich auf folgende zwei Fokalparabeln 


reduzieren: 
v2 Ry 


Ry, BAST Ry, ! 
ine ll) nn =0(1— 5), OR ¢ = ior 


Ry Le uz =2) Re 
eee Se ea ee 
oder nach Elimination von wu bzw. v. 


n= (22, — Ry) (Ry — Ry), 2%; = (2% — Rg) (Ry — Ry). 
Setzt man speziell R, — R,—4 und verschiebt beide Parabeln 


R . * . 
um 1+ parallel zur positiven z-Achse, so gehen sie in die Parabeln 


(I) und (iI) der Aufgabe 11 tiber. 


29. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier konfo- 


kalen Flachen zweiten Grads bilden ein Normalensystem 
(Chasles) (vgl. I. § 26, Satz 8.) (22). 


Anleitung. Die Brennflachen sind die beiden gegebenen 
Flachen; man zeige nun, da die Brennebenen aufeinander senkrecht 


1) Vgl. V. Kommerell, ,,Eine optische Higenschaft des Para- 
boloids. Math. natwiss. Mittlg. d. math. natwiss. Ver. in Witt. 


Ser. II. Bd. VI. S. 79. 
11* 
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stehen (§ 25, vgl. auch I. § 26, Satz 8). Degenerieren beide konfokale 
Flachen in Kegelschnitte (Fokalkegelschnitte), so besteht das Strahlen- 

- system aus der Gesamtheit der Strahlen, welche beide treffen. Wir 
itiberlassen es dem Leser zu zeigen, daB auch in diesem Falle das Strahlen- 
system ein Normalensystem ist. (Vgl. den Fall der Fokalparabeln in 
Aufgabe 28.) Als niitzliche Ubung empfehlen wir noch die Gleichungen 
der Orthogonalflichen fiir diesen Fall aufzustellen; diese Flachen sind 
besonders deshalb interessant, weil beide Scharen von Kriimmungslinien 
aus Kreisen bestehen — es sind die in II. § 5 betrachteten Zykliden. 
Fir diese sind die beiden Zentramantel in Kurven degeneriert. 


30. Satz (von Guichard). Haben die abwickelbaren 
Flachen eines Strahlensystems dasselbe spharische Bild 
wie die Asymptotenkurven einer Flache S, so entspricht 
die Mittelflache des Strahlensystems der Flache S durch 
Orthogonalitat der Elemente. 

Anleitung. Der Beweis ist ganz analog dem fiir den Satz 3 des 
§ 80 gegebenen. Man hat dabei die Gleichungen (11) des § 28 zu-be- 
nutzen. 

31.1) Der Punkt Q, in dem der ktirzeste Abstand dp 
der zwei konsekutiven Strahlen g und g’ eines Strahlen- 
systems den Strahl g trifit und die Ebene durch g und 
dp mogen der Zentralpunkt und die Zentralebene 
von g beziiglich g’ heiBen. (Vgl. die analoge Bezeichnung 
fir die Regelflachen S. 70f.). @ ist ein Punkt der Strik- 
tionslinie fir jede Regelflache des Strahlensystems, welche 
g und g’ enthalt. Diese Regelflichen beriihren sich in 
allen Punkten von g, da sie in jedem die Tangentenebenen 
gemein haben. Die Tangentenebene im Punkte Q ist die 
Zentralebene und die Tangentenebene in jedem anderen 
Punkt von g bestimmt sich nach der Formel von Chasles 
(vgl. Aufg. 17) 

t U 
§o— P 2 
wo U die Abszisse des Beriihrungspunkts vom Zentral- 
punkt aus gemessen, w den Winkel der Tangentenebene 
und der Zentralebene und P den Verteilungspara- 


1) Fir das Folgende vgl. Sannia, ,,Geometria differenziale delle 
congruenze rettilinee’*, Math. Annal. Bd. 68 (1910), S. 409ff, sowie die 
ebenda zitierten weiteren Arbeiten von §8., weiter Zindler, ,,Linien- 
geometric mit Anwendungen“, S. 8. LI, Bd. 2. (1906) § 22. Die Auf- 
gabe (31) ist eine fast wortliche Ubersetzung des § 2 und § 3 der erst- 
genannten Arbeit von Sannia. 
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meter bedeutet. Es ist dabei nach den Bezeichnungen 
des § 21 


und die Schrankung S der reziproke Wert von P (vgl. 
Aufg. 17). Fiihrt man nun folgende Bezeichnungen ein: 


ie ] ; — | 
D =~ (DF, —EyD}), 2D’ = [DG,+ (D'—Di)F,—D" Ey], 
0 0 


so hat mannach §21,(21)firdieSchrankungSder beiden 
konsekutiven Strahlen (u, v) und (u+-du, v+ dv) 


1 Ddu?+ 2D'dudv +- D'dv* 
S H,dwt2F dudv+ G,dv? 
Dieser Ausdruck fir .S entspricht dem fir die 
Kriimmung der Normalschnitte einer Flache in einem 


ihrer Punkte [vgl. IT. § 3, (18)] und fihrt daher zu analogen 
Betrachtungen. Die Schrankung S ist konstant (unab- 


hangig von oe fiir alle die Strahlen, fiir welche 
D: D:D’ =£,:F,:G, 

ist, sie mogen ,,K reisstrahlen“ heiBen. In jedem anderen 

Fall andert sich die Schrankung mit dem Verhaltnis von 


= ; andert sich = d. h. nimmt man statt des zu g be- 


nachbarten Strahls g’ einen andern benachbarten, so dreht 
sich die Zentralebene um g, wahrend der Zentralpunkt 
zwischen den Grenzpunkten von g hin und her wandert; 
die Schrankung erreicht insbesondere einen Maximal- 
und Minimal-Wert, welche wir die Hauptschrankungen 


ne? nd nennen. Von Wichtigkeit sind die beiden 


Sy 8, 
symmetrischen Funktionen 


1 1 
faa) of ia 


i 
S, 


Ee 


Si 


t | i" ), 
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welche das Schrinkungsma8 bzw. die mittlere 
Schrankung heiBen mdgen. Man erhalt 


a DD De Te E\D" — 2F,D'+ GyD 
an — F,? £,G,— fF,’ 
vel. II. § 3, ), (16). Man hat weiter die Formel 
1 cos?@ , sin?w 
Ses, Say 


wo w der Winkel ist, den die dem Werte S entsprechende 
Zentralebene mit derjenigen fiir den Wert S, bildet. Ver- 
gleicht man diese Formel mit der bekannten Kulerschen 
Formel I. § 18, (46), so kommt man folgendermafen 
zum Begriffe der Indikatrix: 

In einem beliebigen Punkt C des Strahls g konstruiere 
man die Ebene J/ senkrecht zu g und betrachte in dieser 
Ebene die Spuren der durch g gehenden Zentralebenen. 


Auf jeder dieser Spuren trage man ein Stiick CP—VS 
ab und erhalt so als Ort der Punkte P die Indikatrix. 
Sie ist eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem 


ee 0 ist; dementsprechend heiBt der Strahl elliptisch, 


parabolisch oder hyperbolisch. Die parabolischen 
Strahlen bilden eine Regelfliche (K—0), welche die 
elliptischen von den hyperbolischen trennt. Nennt man 
Hauptschrankungsflaichen die Regelflichen des 
Strahlensystems, deren Zentralebenen aus der Ebene /7 
eine Achse der Indikatrix ausschneiden, so sieht man, daB 
in jedem Strahlensystem stets zwei reelle’) Scharen von 
Hauptschrankungsflachen existieren. Ihre Differential- 
gleichung lautet 


| Ddu+D'dv Didu+ D"dv nh? 
| BdutF,dv Fdut@do| 


| 
1) H. Sannia spricht a. a. O. von , orthogonalen‘‘ Scharen von 
Hauptschriinkungsflachen, Dies kénnte den Schein erwecken, als ob 
die beiden durch g gehenden Flichen in jedem Punkt von g auf- 
einander senkrecht stehen, wihrend sie dies nur im Mittelpunkt von g 
tun; denn sonst mtifte der Verteilungsparameter nach dem Chasleschen 
Satz (Aufg. 17) fiir die beiden Flaichen denselben Wert besitzen, was 

ausgeschlossen ist, wenn g nicht ein Kreisstrahl ist. 
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Sind wu, v die Parameter der Hauptschrinkungsflachen, i 
so muB F,—0, D’=0 sein. Man zeigt leicht, daB die 


Zentralpunkte von g beziiglich der beiden durch g gehenden ° shee 


Hauptschrankungsflichen zusammenfallen, und zwar in 
den Mittelpunkt des Strahls (als Leitflache nehme man 
die Mittelflache und als Parameter u, v die Parameter 
der Hauptschrankungsflachen). 

Wir nennen asymptotische Flachen die Regel- 
flachen, deren Zentralebenen aus der Ebene J die Asym- 
ptoten der Indikatrix ausschneiden: ihre Differentialglei- 
chung ist 

Ddv? + 2D'dudv-+ D' dv? —0. Wy Ly | 

Sind w, v die Parameter der asymptotischen Flachen, 
so muB D=— D’—0 sein. Man sieht leicht ein, daB die 
asymptotischen Flachen mit den abwickelbaren Flachen 
identisch sind. Wir nennen endlich Medianflachen 
diejenigen Regelflachen, deren Zentralebenen aus der 
Ebene JJ die Medianen des Achsenwinkels der Indikatrix 
ausscheiden. Die Medianflichen bilden ein zweifach un- 
endliches stets reelles System von Regelflachen. Die 
Zentralpunkte fiir die beiden durch g gehenden Median- 
flachen sind nichts anderes als die Grenzpunkte. 

Die Normalensysteme kénnen nunmehr als diejenigen 
Strahlensysteme bezeichnet werden, fiir welche die mittlere 


..Schrankung # fir alle Strahlen gleich Null ist; die iso- 


tropen sind diejenigen, fiir welche alle Strahlen Kreis- 
strahlen sind oder fiir welche die Indikatrix ftir jeden 
Strahl ein Kreis ist. 
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